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É | Prefácio 


Esta coleção evoluiu a partir de sessões de treinamento para olim- 
píadas de Matemática, por mim ministradas para alunos e professores | 
do Ensino Médio, várias vezes ao longo dos anos de 1992 a 2003 e, 
mais recentemente, como orientador do Programa de Iniciação Cien- 
tífica para os premiados na Olimpíada Brasileira de Matemática das 
Escolas Públicas (OBMEP) e do Projeto Amílcar Cabral de coopera- 
ção educacional entre Brasil e Cabo Verde. 

Idealmente, planejei o texto como uma mistura entre uma iniciação 
suave e essencialmente autocontida ao fascinante mundo das competi- 
ções de Matemática, além de uma bibliografia auxiliar aos estudantes 


e professores do secundário interessados em aprofundar seus conhe- 
| cimentos matemáticos. Resumidamente, seu propósito primordial é 
| | | apresentar ao leitor uma abordagem de quase todos os conteúdos ge- 
= ralmente constantes dos currículos do secundário, e que seja ao mesmo 
tempo concisa, não excessivamente tersa, logicamente estruturada e 
mais aprofundada que a usual. 

Na estruturação dos livros, me ative à máxima do eminente mate- 
mático húngaro-americano George Pólya, que dizia não se poder fazer 


XI 
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Matemática sem sujar as mãos. Assim sendo, em vários pontos dei- 
xei a cargo do leitor a tarefa de verificar aspectos não centrais aos 
desenvolvimentos principais, quer na forma de detalhes omitidos em 
demonstrações, quer na de extensões secundárias da teoria. Nestes ca- 
sos, frequentemente referi o leitor a problemas específicos, os quais se 
encontram marcados com * e cuja análise e solução considero parte in- 
tegrante e essencial do texto. Colecionei ainda, em cada seção, outros 
tantos problemas, cuidadosamente escolhidos na direção de exercitar 
os resultados principais elencados ao longo da discussão, bem como 
estendê-los. Uns poucos destes problemas são quase imediatos, ao 
passo que a maioria, para os quais via de regra oferto sugestões preci- 
sas, é razoavelmente difícil; no entanto, insto veementemente o leitor a 
debruçar-se sobre o maior número possível deles por tempo suficiente 
para, ainda que não os resolva todos, passar a apreciá-los como corpo 
de conhecimento adquirido. | 

O primeiro volume discorre sobre vários aspectos relevantes do con- 
junto dos números reais e de Álgebra Elementar, no intuito de munir 
o leitor dos requisitos necessários ao estudo dos tópicos constantes dos 
volumes subsequentes. Após começar com uma discussão não axiomá- 
tica das propriedades mais elementares dos números reais, são aborda- 
dos, em seguida, produtos notáveis, equações e sistemas de equações, 
sequências elementares, indução matemática e números binomiais; o 
texto finda com a discussão de várias desigualdades algébricas impor- 
“tantes, notadamente aquela entre as médias aritmética e geométrica, 
bem como as desigualdades de Cauchy, de Chebyshev e de Abel. 

Dedicamos o segundo volume a uma iniciação do leitor à geometria 
Euclidiana plana, inicialmente de forma não axiomática e enfatizando 
construções geométricas elementares. Entretanto, à medida em que o 
texto evolui, o método sintético de Euclides — e, consequentemente, 
demonstrações — ganha importância, principalmente com a discussão 
dos conceitos de congruência e semelhança de triângulos; a partir desse 
ponto, vários belos teoremas clássicos da geometria, usualmente ausen- 
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tes dos livros-texto do secundário, fazem sua aparição. Numa terceira 
etapa, o texto apresenta outros métodos elementares usuais no estudo 
da geometria, quais sejam, o método analítico de R. Descartes, a tri- 
gonometria e o uso de vetores; por sua vez, tais métodos são utilizados 
tanto para reobter resultados anteriores de outra(s) maneira(s) quanto 
para deduzir novos resultados. 

De posse do traquejo algébrico construído no volume inicial e do 
aparato geométrico do volume dois, discorremos no volume três sobre 
aspectos elementares de funções e certos excertos de cálculo diferencial 
e integral e análise matemática, os quais se fazem necessários em cer- 
tos pontos dos três volumes restantes. Prescindindo, inicialmente, das 
noções básicas do Cálculo, elaboramos, dentre outros, as noções de 
gráfico, monotonicidade e extremos de funções, bem como examina- 
mos o problema da determinação de funções definidas implicitamente 
por relações algébricas. Na continuação, o conceito de função contínua 
é apresentado, primeiramente de forma intuitiva e, em seguida, axio- 
mática, sendo demonstrados os principais resultados pertinentes. Em 
especial, utilizamos este conceito para estudar a convexidade de gráfi- 
cos — culminando com a demonstração da desigualdade de J. Jensen — 
e o problema da definição rigorosa da área sob o gráfico de uma fun- 
ção contínua e positiva — que, por sua vez, possibilita a apresentação 
de uma, construção adequada das funções logaritmo natural e expo- 
nencial. O volume três termina com uma discussão das propriedades 
mais elementares de derivadas e do teorema fundamental do cálculo, 
os quais são mais uma vez aplicados ao estudo de desigualdades, em 
especial da desigualdade entre as médias de potências. 

O volume quatro é devotado à análise combinatória. Começamos 
revisando as técnicas mais elementares de contagem, enfatizando as 
construções de bijeções e argumentos recursivos como estratégias bá- 
sicas. Na continuação, apresentamos um apanhado de métodos de 
contagem um tanto mais sofisticados, como o princípio da inclusão 
exclusão e os métodos de contagem dupla, do número de classes de 
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equivalência e mediante o emprego de métricas em conjuntos finitos. 
A cena é então ocupada por funções geradoras, onde a teoria elementar 
de séries de potências nos permite discutir de outra maneira problemas 
antigos e introduzir problemas novos, antes inacessíveis. Terminada 
nossa excursão pelo mundo da contagem, enveredamos pelo estudo do 
problema da existência de uma configuração especial no universo das 
configurações possíveis, utilizando para tanto o princípio das gavetas 
de G. L. Dirichlet — vulgo “princípio das casas dos pombos” —, um 
célebre teorema de R. Dilworth e a procura e análise de invariantes 


associados a problemas algorítmicos. A última estrutura combinatória . 


que discutimos é a de um grafo, quando apresentamos os conceitos bá- 
sicos usuais da teoria com vistas à discussão de três teoremas clássicos 
importantes: a caracterização da existência de caminhos Eulerianos, 
o teorema de A. Cayley sobre o número de árvores rotuladas e o teo- 
rema extremal de P. Turán sobre a existência de subgrafos completos 
em um grafo. 

Passamos em seguida, no quinto volume, à discussão dos conceitos 
e resultados mais elementares de teoria dos números, ressaltando-se 
inicialmente a teoria básica do máximo divisor comum e o teorema 
fundamental da aritmética. Discutimos também o método da descida 
de P. de Fermat como ferramenta para provar a inexistência de solu- 
ções inteiras para certas equações diofantinas, e resolvemos também 
a famosa equação de J. Pell. Em seguida, preparamos o terreno para 
a discussão do famoso teorema de Euler sobre congruências, constru- 
indo a igualmente famosa função de Euler com o auxílio da teoria mais 
geral de funções aritméticas multiplicativas. A partir daí, o livro apre- 
senta formalmente o conceito de congruência de números em relação a 
um certo módulo, discutindo extensivamente os resultados usualmente 
constantes dos cursos introdutórios sobre o assunto, incluindo raízes 
primitivas, resíduos quadráticos e o teorema de Fermat de caracteriza- 
ção dos inteiros que podem ser escritos como soma de dois quadrados. 
O grande diferencial aqui, do nosso ponto de vista, é o calibre dos 
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exemplos discutidos e dos problemas propostos ao longo do texto, boa 
parte dos quais oriundos de variadas competições ao redor do mundo. 

Finalmente, números complexos e polinômios são os objetos de 
estudo do sexto e último volume da coleção. Para além da teoria 
correspondente usualmente estudada no secundário — como a noção 
de grau, o algoritmo da divisão e o conceito de raízes de polinômios 
—, vários são os tópicos não padrão abordados aqui. Dentre outros, 
destacamos inicialmente a utilização de números complexos e polinô- 
mios como ferramentas de contagem e a apresentação quase completa 
de uma das mais simples demonstrações do teorema fundamental da 
álgebra. A seguir, estudamos o famoso teorema de I. Newton sobre 
polinômios simétricos e as igualmente famosas desigualdades de New- 
ton, as quais estendem a desigualdade entre as médias aritmética e 
geométrica. O próximo tema concerne os aspectos básicos da teoria 
de interpolação de polinômios, quando dispensamos especial atenção 
aos polinômios interpoladores de J. L. Lagrange. Estes, por sua vez, 
são utilizados para resolver sistemas lineares de Vandermonde sem o 
recurso à álgebra linear, os quais, a seu turno, possibilitam o estudo 
de uma classe particular de sequências recorrentes lineares. O livro 
termina com o estudo das propriedades de fatoração de polinômios 
com coeficientes inteiros, racionais ou pertencentes ao conjunto das 
classes de congruência relativas a algum módulo primo, seguido do 
estudo do conceito de número algébrico. Há, aqui, dois pontos cul- 
minantes: por um lado, uma prova mais simples do fechamento do 
conjunto dos números algébricos em relação às operações aritméticas 
básicas; por outro, o emprego de polinômios ciclotômicos para provar 
um caso particular do teorema de Dirichlet sobre primos em progres- 
sões aritméticas. 

Várias pessoas contribuíram ao longo dos anos, direta ou indire- 
tamente, para que um punhado de anotações em cadernos pudesse 
transformar-se nesta coleção de livros. Os ex-professores do Departa- 
mento de Matemática da Universidade Federal do Ceará, Marcondes 
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Cavalcante França, João Marques Pereira, Guilherme Lincoln Aguiar 
Ellery e Raimundo Thompson Gonçalves, ao criarem a Olimpíada Cea- 
rense de Matemática na década de 1980, motivaram centenas de jovens 
cearenses, dentre os quais eu me encontrava, a estudarem mais Ma- 
temática. Meu ex-professor do Colégio Militar de Fortaleza, Antônio 
Valdenísio Bezerra, ao convidar-me, inicialmente para assistir a suas 
aulas de treinamento para a Olimpíada Cearense de Matemática e pos- 
teriormente para dar aulas consigo, iniciou-me no maravilhoso mundo 
das competições de Matemática e influenciou definitivamente minha 


escolha profissional. Os comentários de muitos de vários de ex-alunos | 


contribuíram muito para o formato final de boa parte do material 
aqui colecionado; nesse sentido, agradeço especialmente a João Luiz 
de Alencar Araripe Falcão, Roney Rodger Sales de Castro, Marcelo 
Mendes de Oliveira, Marcondes Cavalcante França, Jr., Marcelo Cruz 
de Souza, Eduardo Cabral Balreira, Breno de Alencar Araripe Falcão, 
Fabrício Siqueira Benevides, Rui Facundo Vigelis, Daniel Pinheiro So- 
breira, Antônia Taline de Souza Mendonça, Carlos Augusto David Ri- 
beiro, Samuel Barbosa Feitosa, Davi Máximo Alexandrino Nogueira 
e Yuri Gomes Lima. Vários de meus colegas professores teceram co- 
mentários pertinentes, os quais foram incorporados ao texto de uma 
ou outra maneira; agradeço, em especial, a Fláudio José Gonçalves, 
Francisco José da Silva Jr., Onofre Campos da Silva Farias, Emanuel 
Augusto de Souza Carneiro, Marcelo Mendes de Oliveira, Samuel Bar- 


“bosa Feitosa e Francisco Bruno de Lima Holanda. Os professores João 


Lucas Barbosa e Hélio Barros deram-me a conclusão de parte destas 
notas como alvo a perseguir ao me convidarem a participar do Pro- 
jeto Amílcar Cabral de treinamento dos professores de Matemática da 
República do Cabo Verde. Meus colegas do Departamento de Mate- 
mática da Universidade Federal do Ceará, Abdênago Alves de Barros, 
José Othon Dantas Lopes, José Robério Rogério e Fernanda Esther 
Camillo Camargo, bem como meu orientando de iniciação científica 
Itamar Sales de Oliveira Filho, leram partes do texto final e oferece- 
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ram várias sugestões. Os pareceristas indicados pela SBM opinaram 
decisivamente para que os livros certamente resultassem melhores que 
a versão inicial por mim submetida. O presidente da SBM, professor 
Hilário Alencar da Silva, o antigo editor-chefe da SBM, professor Ro- 
berto Imbuzeiro de Oliveira, bem como o novo editor-chefe, professor 
Abramo Hefez, foram sempre extremamente solícitos e atenciosos co- 
migo ao longo de todo o processo de edição. Por fim, quaisquer erros 
ou incongruências que ainda se façam presentes, ou omissões na lista 
acima, são de minha inteira responsabilidade. 

Por fim e principalmente, gostaria de agradecer a meus pais, Anto- 
nio Caminha Muniz Filho e Rosemary Carvalho Caminha Muniz, e à 
minha esposa Mônica Valesca Mota Caminha Muniz. Meus pais me fi- 
zeram compreender a importância do conhecimento desde a mais tenra 
idade, sem nunca terem medido esforços para que eu e meus irmãos 
desfrutássemos o melhor ensino disponível; minha esposa brindou-me | 
com a harmonia e o incentivo necessários à manutenção de meu ânimo 
e humor, em longos meses de trabalho solitário nas madrugadas. Esta 
coleção de livros também é dedicada a eles. 


FORTALEZA, JANEIRO de 2012 


Antonio Caminha M. Neto 
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Prefácio à segunda edição 


A segunda edição contempla uma extensa revisão do texto e dos | 
problemas propostos, tendo sido corrigidas várias imprecisões de lín- 
gua portuguesa e de Matemática. A discussão sobre recorrências line- 
ares foi ampliada, no que resultou o capítulo 9, inteiramente dedicado 
a elas. Nele, a solução de recorrências lineares de coeficientes constan- 
tes gerais é apresentada, sendo demonstrada com o auxílio de funções 
geradoras complexas. Apesar dessa ser uma abordagem natural para 
este problema, salta aos olhos não haver tratamento adequado desse 
tema disponível em língua portuguesa. Há, ainda, uma nova seção 
no capítulo 8, versando sobre números transcendentes. Nela, a prova 
original de J. Liouville para a existência de números transcendentes é 
demonstrada. Adicionei também alguns exemplos e problemas novos, 
no intuito de melhor exercitar certos pontos da teoria, os quais não se 
encontravam adequadamente contemplados pelos problemas propostos 
à primeira edição. As sugestões e soluções aos problemas propostos 
também foram revistas e reorganizadas, tendo sido colecionadas em 
um capítulo separado, o capítulo 10. Adicionalmente, são apresenta- 
das sugestões ou soluções a praticamente todos os problemas do livro. 
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Gostaria de aproveitar o ensejo para agradecer à comunidade ma- 
temática brasileira em geral, e a todos os leitores que me enviaram 
sugestões ou correções em particular, o excelente acolhimento desfru- 
tado pela primeira edição desta obra. 


FORTALEZA, JULHO de 2016 


Antonio Caminha M. Neto 


CAPÍTULO 1 


Números Complexos 


É um fato óbvio que o conjunto dos números reais resulta pequeno 
demais para uma descrição completa das raízes de funções polinomiais 
reais; por exemplo, a função x |œ z? +1, x € R, não as possui. Histori- 
camente, afirmações simples como essa motivaram o desenvolvimento 
dos números complexos, coroado pela demonstração, por Gauss, do 
famoso teorema fundamental da álgebra. 

Neste capítulo, concentramo-nos na construção do conjunto dos 
números complexos e na discussão de suas propriedades mais elemen- 
tares, postergando ao capítulo 3 a apresentação de uma demonstração 
quase completa do teorema de Gauss acima referido. 


1.1 Definição e propriedades elementares 


Conforme visto no capítulo 1 de [10], em geral pensamos no con- 
junto R dos números reais como uma reta numerada: temos uma 


2 Números Complexos 


reta qualquer (entidade geométrica) disposta horizontalmente, na qual 
marcamos um ponto (correspondente ao zero). A partir daí, escolhe- 
mos um comprimento padrão (que corresponderá à unidade) e duas 
regras distintas para operar dois pontos da reta (denominadas adição 
e multiplicação de números reais), de modo a obter um terceiro ponto 
como resultado. Então, chamamos os pontos da reta de números e 
verificamos que as operações definidas gozam de várias propriedades 
úteis: comutatividade, associatividade etc. 

A discussão acima suscita a seguinte pergunta natural: haveria al- 
guma forma de introduzir operações com propriedades úteis para os 
pontos de um plano? Mais precisamente, se considerarmos a reta real 


como o eixo horizontal de um plano cartesiano, haveria um modo de. 


definirmos operações com os pontos desse plano, generalizando as o- 
perações com os pontos da reta real? A resposta é sim e o conjunto 
resultante, que passamos a descrever, é o conjunto dos números com- 
plezos. 

Considere o plano cartesiano, visto como o conjunto R x R dos 
pares ordenados (a,b) de números reais. Defina em tal plano as ope- 
rações & e © por 


(a,b)® (c,d) = (a+c,b+d), (a,b)O(c,d) = (ac— bd, ad+bc), (1.1) 


onde + e - denotam a adição e a multiplicação usuais de números reais. 

Podemos verificar sem dificuldade que & e O são operações asso- 
criativas e comutativas e que O é distributiva em relação a &, i.e., que, 
para todos a, b,c,d,e, f € R, valem as seguintes propriedades: 


i. Associatividade de Be &: (a,b) O ((c,d) E (e, f)) = ((a,b) ® 
(c, d)) O te, f) e (a, b) O ((c, d) O (e, F)) = ((a,b) O (c, d)) O (e, F). 
ii. Comutatividade de ® e &: (a,b) ® (c,d) = (c,d) ® (a,b) e 
(a,b) O (c,d) = (c, d) O (a,b). 
iii. Distributividade de & em relação a &: (a, bo((c, d)®(e, f)) = 
((a,b) O (c, d)) O ((a,b) O (e, 1) 
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Também é imediato verificar que (0,0) e (1,0) são, respectivamente, 
os elementos neutros de @ e ©, l.e., que 


(a,b) ® (0,0) = (a,b) e (a,b) © (1,0) = (a, b), 


para todos a,b € R. Podemos ainda checar (faça isto!) que vale a 
seguinte lei de cancelamento para ©: 


(a,b) © (c,d) = (0,0) = (a,b) = (0,0) ou (c,d) = (0,0). 


Considere, agora, nossa reta real como sendo o eixo das abscissas, 
o que equivale a identificar cada real x com o ponto (x,0). Temos, 
então, que ver se essa identificação é boa, no sentido de os resultados 
das operações $ e O coincidirem com os correspondentes das operações 
usuais de adição e multiplicação de números reais. Isto se resume a 
verificarmos se 


(2,0) & (1,0) = (z+y,0) e (2,0) 0(9,0)=(27,0), 2D 


o que é imediato fazer. 

Em palavras, as expressões acima dizem que, ao identificarmos os 
números reais com os pontos do eixo das abscissas e executarmos as 
operações & e O acima definidas, obtemos os mesmos resultados que 
obteríamos se, primeiro, executássemos as operações usuais de adição 
e multiplicação com os números reais e, só então, identificássemos os 
resultados assim obtidos com os pontos do eixo das abscissas. 

Portanto, podemos considerar R com suas operações usuais de adi- 
ção e multiplicação como um subconjunto de R x R com as operações 
O e O, definidas como em (1.1), e também chamar os pontos do plano 
de números, mais precisamente de números complexos. Denotamos 
o conjunto dos números complexos por C. 

No que segue, vamos obter um modo mais cômodo de represen- 
tar os números complexos e suas operações. Para tanto, denotare- 
mos doravante por i o elemento (0,1) do conjunto dos complexos e 
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o denominaremos a unidade imaginária!. Denotando por = nossa 
identificação dos pontos do eixo das abscissas com os números reais e 
levando em conta a definição de O, somos forçados a concluir que 


“=(0,0)0(0,D)=(0-0-1:1,0-:1+1-.0)=(-1,0)=-1. (1.3) 


Veja, ainda, que 


(a,b) = (a,0) @ (0,b) = (a,0) ® ((b,0) © (0,1) ~a + bi. (1.4) 


Doravante, denotaremos as operações & e O simplesmente por + e -,e 
escreveremos a + bi para denotar o número complexo (a,b), não mais 
utilizando identificações. Segue, a partir de (1.4), que | 


at+bi=0S(a,b)=(0,0)<a=b=0. 


Por outro lado, veja que, de acordo com a discussão acima, no conjunto 
C dos números complexos a equação 


2 +1=0 


tem o número i por raiz. Como veremos ao longo deste capítulo, esse 
fato é o cerne da importância dos números complexos. 

Uma boa justificativa para podermos escrever (a,b) € C como a+bi 
é que podemos operar com os complexos escritos na forma a + bi como 
fazemos com números reais, lembrando que i? = —1: os cálculos feitos 
desse modo levam aos mesmos resultados que os cálculos feitos usando 


diretamente as definições das operações + e - de C. Senão, vejamos: 


1 As nomenclaturas imaginária e complexos têm origens históricas. Mais preci- 
samente, quando os primeiros matemáticos começaram a utilizar números comple- 
xos, ainda sem uma definição precisa do que tais números seriam, chamaram-nos 
complexos ou imaginários exatamente pela estranheza que causara cogitar-se a 
existência de “números” cujos quadrados pudessem ser negativos. 
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e Cálculo de (a,b) + (c,d): por definição, temos (a,b) + (c,d) = 
(a+c,b-+d). Por outro lado, operando como usualmente fazemos 
com números reais, obtemos 


(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i. 


Mas, como estamos escrevendo (a+c, b+ d) = (a + c) + (b+ di, 
os dois resultados coincidem. 


e Cálculo de (a,b) - (c,d): por definição, temos (a,b) - (c,d) = 


(ac — bd,ad + bc). Operando novamente como com números 
reais, temos 


(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi? = (ac — bd) + (ad + bci, 


uma vez que i? = —1. Mas, como estamos escrevendo (ac — 
bd, ad + bc) = (ac — bd) + (ad + bc)i, os resultados novamente 
coincidem. 


Levando em consideração as identificações feitas acima, podemos 
escrever R C C. Ademais, por analogia com as operações de adição 
e multiplicação dos reais, também denominaremos as operações + e - 
sobre complexos de adição e multiplicação, respectivamente. 

Prosseguindo nosso estudo, vamos introduzir em C outras duas 
operações, semelhantes à subtração e à divisão de números reais. 

Dados z, w € C, subtrair w de z significa obter um complexo z — w 
(a diferença entre z e w) tal que z = (z — w) +w. Sendo z = a + bi e 
w = c + di e operando como com números reais, vê-se facilmente que 


z — w = (a + bi) — (c + di) = (a — c) + (b — di. 


Assim, sendo z = a + bi e w = c + di, o número complexo z — w, 
definido por 


z — w = (a — c) + (b — di, (1.5) 


Go Números Complexos, 1.1 Definição e propriedades elementares 
é denominado a diferença entre z e w. | Denotamos |z| = va? + b? e denominamos |z| o módulo de z Quando 
Para zw € C, com w Æ 0, dividir z por w significa obter um z € R, é imediato que a noção de módulo de um número complexo 
5 . ; 4 . . . ý 
número complexo z/w (o quociente entre z e w), tal que z = (z/w) -w. definida como acima, coincide com a noção usual de módulo de um 
Sendo z = a + bi e w=c + di e operando como quando fazemos número real. Note também que, em resumo, 
racionalizações com números reais, obtemos imediatamente 
— RR n2 2 
z a+bi (a+bi)(c— di) z =a + bi > |z| = 2z =a Hb. (1.7) 


w c+di  (c+di)(c-— di) | | 
espia tica) Olhando os pontos do plano cartesiano como o conjunto C dos 


_ (ac + ba) + (be — ad complexos, obtemos uma representação geométrica de C conhecida 


e + d? a i ; 
ac+bd be-—ad. mo o plano complexo”. 


—— + i. 

c? + d? iá c2 + d? 

Sendo z = a + bi e w = c + di, com w + 0, o número complexo z/w, 
definido por 


z ac+bd be-—ad. 
oer tara 
é o quociente entre z e w. 

Examinando o caso particular da divisão de 1 por um número 
complexo não nulo, concluímos que todo complexo z +Æ 0 possui inverso 
em relação à multiplicação. Sendo z = a + ib Æ 0, segue de (1.6) que 
tal inverso, o qual denotaremos 27+ ou 1/z, é dado por 


(1.6) 


10 400 b ; 
+ art 


Lembre-se de que não precisamos nos preocupar em decorar as fórmu- 


o a, Figura 1.1: conjugaçã i 
las acima. E só operar como quando operamos com números reais. 5 Jugação de números complexos. 


A fim de simplificar muitos de nossos cálculos posteriores, intro- 
duzimos, agora, a seguinte notação: para z = a + bi € C, denotamos 


` i | | Os eixos horizontal e vertical do plano complexo são denominados 
por Z o complexo Z = a — bi e o denominamos o conjugado de z. Em 


respectivamente, eixos real e imaginário. O eixo real é formado pelos 
numeros complexos reais (i.e., os pares ordenados (2,0) = 1), ao passo 
que o eixo imaginário é formado pelos números complexos da forma 


particular, temos Z = z. 
Observe ainda que, ao multiplicar z por Z, obtemos como resultado 


o número real a? + b?: 


- “também chamado plano de Ar. 
o l l l gand-Gauss, em homenagem aos matemáticos 
z- Z= (a+ bi)(a — bi) = a° — (bi) = a° + b°. Jean-Robert Argand e Johann Carl Friedrich Gauss. 
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yi, onde y € R (i.e., os pares ordenados (0,y) = (y,0) - (0,1) = yi); 
tais números complexos são denominados imaginários puros. 
Ainda em relação ao plano complexo, sendo z = a + bi = (a,b), 
segue de Z = a — bi que z e Z são simétricos em relação ao eixo 
real (veja a figura 1.1). Por outro lado, os números reais a e b são 
respectivamente denominados a parte real e a parte imaginária de 


z, e denotados 
a = Re(z), b= Im(z). 


É, agora, claro que 


Re(z) 


O resultado a seguir traz mais algumas propriedades úteis dos nú- 
meros complexos. Para o enunciado do mesmo, observamos que a 
associatividade da multiplicação de números complexos garante a boa 


definição de z”, para z € Cen E N, como 2! = ze 


n vezes 


para n > 1. Tal definição pode ser facilmente estendida a expoentes 


inteiros n, pondo, para z € C \ {0}, 2º =1e 
| 1 
n —ny—1 
=== = — 
o 


para n < 0 inteiro. Então, uma fácil indução permite mostrar que as 
regras usuais de potenciação continuam válidas, a saber, que 


(2) =2"" e (zw) =w; (1.9) 


para todos z,w E Ci (0fem,n E Z. 
Podemos, finalmente, enunciar e provar o resultado desejado. 


Lema 1.1. Se z e w são complexos não nulos quaisquer, então: 
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ES DA = 


(a) z ER & Re(z) 


(c) z” = (2)”, para todo n E Z. 
(d) i= Issa 


Prova. 
(a) Seja z = a + bi. Temos 


zEeER&b=06&a+bi=a-biez=Z. 


(b) Sendo z = a + bi e w = c + di, temos 


Z+ w =A — bi) + (c — di) 
= (a+c) — (b+ di 
=2+U 


ZW = (ac — bd) + (ad + be)i 
= (ac — bd) — (ad + be)i 


A partir daí, vem 


de maneira que 


z/w =2/. 


(c) Para n = 0 o resultado é imediato e, para n € N, segue facilmente 
de (b), por indução. Para n < 0 inteiro, observe inicialmente que, pelo 
item (b), temos 


LS lego ze 


? 


10 Números Complexos 


de sorte que 27! = (z) 1; portanto, pondo u = 21, a primeira parte 
acima, juntamente com (1.9), fornece 


== ("= ("= (=p 
(d) Uma vez que (cf. (1.7)) z- Z = |z|?, concluímos que 
atm sas ha 
E 
Exemplo 1.2 (Espanha). Se z e w são números complexos de módulo 


É z+w 
letais que zw £ —1, mostre que E 


é um número real. 


ztw. basta mostrarmos que q = a. Para tanto, note 
l+zw? | ; 


que, pelo lema anterior, temos 


Prova. Se a = 


o z+ w o Z+W 
= IFzw 1+Z- W 
e e w+z 


L] 


- Nosso próximo resultado dá uma interpretação geométrica bastante 
útil do módulo da diferença de dois números complexos. 


Proposição 1.3. Dados zw E€ C, o número real |z — w| é igual à 
distância Euclidiana de z a w no plano cartesiano subjacente ao plano 
complexo em questão. 


Prova. Se z = a + bi, w = c + di, então 
|z — w| = |(a — c) + (b — dìi| = y (a — c} + (b — d}. 


Por outro lado (conforme a figura 1.2), a proposição 6.5 de [11] garante 
que a distância de z a w também é dada por (a — c)? + (b— d)2. O 
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Figura 1.2: módulo da diferença entre dois complexos. 


A desigualdade (1.10), a seguir, é conhecida como a desigualdade 
triangular para números complexos. 


Corolário 1.4. Se u, v e z são números complexos quaisquer, então 
[ju — v| < |u — z| + |z — vl. (1.10) 


Prova. De acordo com a proposição 1.3, o corolário diz apenas que 
qualquer lado de um triângulo (possivelmente degenerado) é menor ou 
igual que a soma dos outros dois lados, o que já sabemos ser verdadeiro 
(conforme ensina a proposição 2.26 de [11]). E 


Problemas — Seção 1.1 


1. Em relação às operações de adição e multiplicação de números 
complexos, verifique, a partir da definição, a associatividade e 
comutatividade, bem como a distributividade da multiplicação 
com respeito à adição. Verifique, ainda, que (0,0) e (1,0) são, 
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respectivamente, seus elementos neutros e que vale a lei do can- 


celamento para a multiplicação. 


. * Para z,w € C, prove que: 


(a) [zw] = |z| - fw]: 


(b) |z + wl? = |z|? + 2Re(zw) + |w? 


. * Use o item (b) do problema anterior para provar, para todos 


zw € C, a validade da desigualdade |z + w| < |z| + |w], a qual 
também é conhecida como a desigualdade triangular para 
números complexos. Em seguida, use essa desigualdade para: 


(a) Deduzir a validade de (1.10). 


(b) Provar que ||z| — |w|| < |z — w|, para todos z,w € C. 


. Para z € C, prove que |z| = 1 se, e só se, existe x € R tal que 


1—ix 


. (OCM.) Sejam a e z números complexos tais que |a| < 1 e az + 


1. Se 


prove que |z| < 1. 


Para o próximo problema, definimos uma sequência de números 
complexos como uma função f : N — C. Parafraseando nossa 
discussão sobre sequências de números reais, levada a cabo em 
[12], dada uma sequência f : N — C, escrevemos zn = f(n) e 
nos referimos à sequência f simplesmente por (Zn)n>1. 


6. (Holanda.) A sequência (zķ)k>ı de números complexos é defi- 


nida, para k € N, por 


onde 1 é a unidade imaginária. Encontre todos os n € N tais que 


n 


> Iza — 24) = 1000. 


k=1 


- Dados z,w € C, sejam u e v os vetores de origem 0 e extremi- 


dades respectivamente z e w. Prove que os números complexos 
z +w e z — w são, respectivamente, as extremidades dos vetores 
u +v eu-— v, com origem em 0. 


Para o próximo problema, recorde que (de acordo com a seção 4.2 
de [13]) uma relação de ordem (parcial) em X é uma relação 
< em X que é reflexiva, transitiva e antissimétrica; ademais, se 
tivermos x < y ou y < x paratodosx,y € X, a relação de 
ordem = é dita total. Para exemplificar, veja que a relação =, 
definida em R por 


TIÍVOSL<Y, 


é uma relação de ordem total; por outro lado, a relação < em 
N, definida (veja o capítulo 1 de [14]) por 


raves], 


é uma relação de ordem parcial que não é total. 


- Prove que o conjunto dos números complexos não pode ser to- 


talmente ordenado. Mais precisamente, prove que não existe, 
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sobre C, uma relação de ordem total <, a qual estende a relação 
de ordem usual em R e satisfaz as condições 


0< z, w >03 z+w,zwW. 


O próximo problema generaliza a construção do conjunto dos 
números complexos, apresentando a construção do conjunto H 
dos quatérnios (ou, ainda, números quaterniônicos) de Ha- 


miltonë. 


9. Em H = {(a,b,c, d); a,b,c,d, € R}, defina operações P e O, de- 
nominadas respectivamente adição e multiplicação, pondo, para 


a = (a,b,c, d) e 8 = (w, x,y, z) em H, 


apl =(a+w,b+r,c+y,d+ 2) 


ao pb = (aw — ba — cy — dz,ax + bw + cz — dy, 
ay — bz + cw + dz, az + by — cx + dw), 


onde + e - denotam as operações usuais de adição e multiplicação 
de números reais. Faça os seguintes itens: 


(a) Mostre que a função 1: R > H, tal que (x) = (17,0,0,0) 
preserva operações, no sentido de que 


dm) O uy) = uz +y) e dx) O uy) = de + y), 


para todos x,y E€ R. 


Ter pisado, do Sa SER 

3Após o matemático inglês do século XIX William R. Hamilton. O conjunto 
dos quatérnios tem muitas aplicações importantes em Matemática e em Física, 
mas estas fogem ao escopo destas notas. 
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(b) Mostre que as funções 41, t2, t3 : C > H, tais que n(x+yi) = 


(x,9,0,0), v(x + gi) = (x,0,y,0) e (xz + yi) = (2,0,0,9), 
preservam operações, no sentido de que 


(z) ® y(w) = y(z+w) e vi(2) O vj(w) = y(z +w), 
para todos z,weCel<y<s. 


De posse dos itens (a) e (b), escrevamos, doravante, sim- 
plesmente + e - para denotar O e ©, respectivamente, x 
para denotar (x,0,0,0) ei = (0,1,0,0), j = (0,0,1,0) e 
k = (0,0,0,1). Mostre que 


(a,b,c,d) =a + bi + cj + dk. 


Mostre que os resultados de (a + bi + cj + dk) + (w + xi + 
yj + zk) e (a + bi + cj + dk): (w + xi + yj + zk) são os 
mesmos que obteríamos utilizando as propriedades usuais 
da adição e da multiplicação de números reais, juntamente 
com as relações (1.11). A partir daí, conclua que: 


i. A operação + é comutativa, associativa e tem O como 
elemento neutro. 
ii. A operação é associativa, distributiva em relação a +, 
tem 1 como elemento neutro mas não é comutativa. 
Para a = a + bi + cj + dk € H, sejam & = a — bi — cj — dj 
o conjugado de a. Mostre que, para a, € H, temos 


aß = ap. 

Para a = a+bi+cj+dk € H, seja |a| = va? + b? + ci + d? 
a norma de a. Mostre que aa = |a|? e |ab| = |al|8|, para 
todos a, 5 € H. 
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(g) Use o resultado do item anterior para deduzir a identidade 
(7.9) de [14]. 

(h) Conclua que, para todo a € H\ {0}, existe um único f € H 
tal que a8 = 1. A partir daí, mostre que a lei do cancela- 
mento vale em H, i.e., mostre que, se a, 8 € H forem tais 
que aß = 0, então a = 0 ou p =Q. 


10. (Japão.) Seja P um pentágono cujos lados e diagonais medem, 
em alguma ordem, lı, l2, ..., lo. Se os números l, 13, ..., dg 


são todos racionais, prove que l? também é racional. 


1.2 A forma polar de um número complexo 


Dado z = a + bi € C \ {0}, seja a € [0,27) a menor determinação, 
em radianos, do ângulo trigonométrico entre o semieixo real positivo 
e a semirreta que une 0 a z (veja a figura 1.3). 


Figura 1.3: forma polar de um número complexo. 


Escrevendo 


+ 


a b , 
— E >» |, 
e= ren Vas b? ) 
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segue que 
b 
Va2 + b2’ 


COS Q = e sena = 


a 
RA a? A b2 
de maneira que 


z = |z|(cosa + isen a). (1.12) 

Como sen (a + 2kr) = sena e cos(a + 2kr) = cosa para todo 
k € Z, a igualdade (1.12) ainda vale com a + 2kz no lugar de a. 
Por essa razão, diremos doravante que os números da forma a + 2k7, 
com k € Z, são os argumentos do complexo não nulo z e que a 
é o argumento principal de z. Ademais, sendo œ um argumento 
qualquer de z, denominaremos a representação (1.12) de forma polar 
(ou trigonométrica) de z. Veja, ainda, que 

|cosa+isena|=1, (1.13) 

para todo a € R. Também doravante, denotaremos o complexo cos a + 


isena simplesmente por cisa. Assim, sendo œa um argumento de 
z € C, segue de (1.12) que 


z= |zjcisa. 


O exemplo a seguir traz um uso interessante, ainda que elementar, 
da noção de argumento de um número complexo. 


Exemplo 1.5. Dentre todos os complexos z tais que |z — 251] < 15, 
obtenha o de menor argumento principal. 


Solução. Os complexos satisfazendo a condição do enunciado são 
aqueles situados sobre o disco fechado de centro 25% e raio 15; 
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Im 


destes, o de menor argumento principal é aquele z € C tal que a se- 
mirreta de origem 0 e que passa por z tangencia tal círculo no primeiro 
quadrante cartesiano. | 

Como o raio do círculo é 15, o teorema de Pitágoras, aplicado 
ao triângulo retângulo de vértices 25i, z e 0, nos dá |z| = 20. Agora, 
“sendo z = a+bi, temos que a é igual à altura desse triângulo retângulo 
relativa à hipotenusa; portanto, as relações métricas em triângulos 
retângulos (proposição 4.9 de [11]) garantem que 25a = 15. 20, de 
onde segue que a = 12. Como |z| = 20, temos que 


20? = |z|? = a + =122+b 
e, daí, b = 16. Logo, z = 12 + 164. O 


A fórmula (1.14) a seguir, conhecida como a primeira fórmula 
de de Moivreź, estabelece as vantagens computacionais da represen- 


tação polar de números complexos. 


Proposição 1.6 (de Moivre). Se z = |z| cisa é um complexo não nulo 


en E Z, entao 


z” = |z|” cis (na). (1.14) 


4 Após Abraham de Moivre, matemático francês do século XVIII. 
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Prova. O caso n = 0 é trivial. Supondo que tenhamos provado a 
fórmula para n > 0, mostremos sua validade para n < 0. Para tanto, 
seja n = —m, com m € N. Dado 0 € R, segue do item (d) do lema 
1.1 e de |cis9| = 1 que 


(cis0)! = cis 0 = cos 0 + isen 0 = cos 0 — i sen 0 


= cos(—0) + isen (—0) = cis (—0). (1.15) 


Portanto, como estamos assumindo a validade de (1.14) com m no 
lugar de n, segue que 


z2” = z™ = (|z| cisa) ™ = |z| "(cis (ma) 


= |z|” cis (~ma) = |z|” cis (na). 


Para o caso n > 0, façamos indução sobre n, sendo o caso n = 1 
trivial. Supondo o resultado válido para um certo n € N, temos 


zT = z. 2” = |z| cisa: |z|” cis (na) 


= |z|?" cisa - cis (na), 
e basta mostrarmos que cisa - cis (na) = cis (n + 1)a, i.e., que 


(cosa +isena)(cos(na) + isen (na)) = cos(n + 1)a + isen (n + 1)a. 


Mas, esta última igualdade é imediata a partir das fórmulas trigono- 
métricas de adição de arcos (proposição 7.18 de [11]). C 


O corolário a seguir fornece a interpretação geométrica usual para 
a multiplicação de números complexos, um dos quais de módulo 1. 
Para o caso geral, referimos ao leitor o problema 1. 


Corolário 1.7. Sejam œa um real dado e z € C \ {0}. Seu éo 
vetor de origem O e extremidade z, então o ponto do plano complexo 
que representa (cisa) -z é a extremidade do vetor obtido mediante a 
rotação trigonométrica” de u pelo ângulo a (veja a figura 1.4). 
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Figura 1.4: interpretando geometricamente a multiplicação por cisa.. 


Prova. Sendo z = |z| cis, temos da primeira fórmula de de Moivre 


que 
z- cisa = |z|cis0 - cisa = |z|cis(0 + a). 


Mas, este último complexo é exatamente a extremidade do vetor ob- 


tido pela rotação de u do ângulo a, no sentido trigonométrico. O 


Corolário 1.8. Se z = |zlcisa e w = |w|cisß são complexos não 
nulos quaisquer, então 


zw = |zwlcis (a + 8) e < es tal , 


o cis (a — 8). 


Em particular, a + B (resp. a — p) é a medida em radianos de um 
argumento para zw (resp. z/w). 


Prova. Façamos a prova para É, sendo o outro caso totalmente aná- 
logo. Para tanto, basta ver que, por (1.15), 


PP” 
m = llcisa [w| cis (—8) = : cis (a — 8). 


“Quer dizer, giramos u de um ângulo de medida a radianos, no sentido anti- 
horário se a > 0 e no sentido horário se a < 0. 


E 
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ee E EG a a E 
C] 


Dados n € N e z € C \ {0}, entendemos por uma raiz n-ésima 
de z um complexo w tais que w” = z. Contrariamente ao que ocorre 
com números reais, cada complexo não nulo z tem exatamente n raízes 
n—ésimas, as quais denotaremos genericamente por Yz. A fórmula 
(1.16) a seguir, conhecida como a segunda fórmula de de Moivre, 
nos ensina a calculá-las. 


Proposição 1.9 (de Moivre). Se z = |zjcisa é um complexo não 
nulo e n é um inteiro positivo qualquer, então há exatamente n valores 
complexos distintos para a raiz n— ésima de z. Ademais, tais valores 
são dados por 


' | + 2k 
|z|- cis [end E T): O<k<n,kEN, 


onde */|z| é a raiz real positiva de |z]. 


(1.16) 


Prova. Se w = r cis, então 
w” =z $ (reis0)” = |z| cisa 
& r” cis (n0) = |z| cisa 
er” = |z|. e nð =a+2kr, 3keZzZ. 
Estas últimas duas igualdades ocorrem se, e só se, r = az ef= 


&a+2kr , 2 2 2... 
=<, para algum k € Z. Portanto, haverá tantas raízes n-ésimas 
de z distintas quantos forem os números cis (2+2) distintos. Mas é 


fácil ver que 
E, (+=) e (=en) 
n n 


(=+) (Std) 
cis | —>——— | £ cis ( —— 
n n 


para 0 < k < L < n, de maneira que basta considerarmos os inteiros k 
tais que O<k<n. E 
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Em que pese a fórmula acima, vale frisar que nem sempre ela se 
constitui na melhor maneira de calcularmos as raízes de um certo 
índice de um número complexo; isto porque nem sempre a forma tri- 
gonométrica de complexo é efetivamente útil para cálculos. Veja o que 
ocorre no exemplo a seguir. 


Exemplo 1.10. Calcule as raízes quadradas de T + 244. 


Solução. Se tentarmos utilizar a segunda fórmula de de Moivre, te- 
remos de começar observando que 


7 + 24i = 25(cosa + isen a), 


onde qa = arctg =. Mas, como tal arco não é um arco notável, os 


cálculos trigonométricos que teremos de fazer para utilizar a segunda 
formula de de Moivre serão mais trabalhosos 'do que a utilização di- 
reta da definição de raiz quadrada de um número complexo. Senão, 
vejamos: 

Seja 7 + 24i = (a + bi)?, com a,b E R. Desenvolvendo (a + bi)? e 
igualando em seguida as partes real e imaginária, obtemos o sistema 


a -b =7 

À ab = 12 

Elevando a segunda equação ao quadrado e substituindo q =b +7 
no resultado, chegamos à equação (b? + 7)b? = 144, de sorte que 
b? = 9. Mas, como ab = 12 > 0, concluímos que a e b devem ter sinais 
iguais e, a partir daí, que os possíveis pares (a,b) são (a,b) = (3,4) 
ou (—3, —4). Logo, as raízes quadradas procuradas são os números 
complexos +(3 + 41). O 


de equações 


Como caso particular importante da discussão sobre raízes de nú- 
meros complexos, dizemos que o número complexo w é uma raiz da 
unidade se existir um natural n tal que w” = 1. Neste caso, w é 
denominado uma raiz n—ésima da unidade. 
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Como 1 = cis0, a segunda fórmula de de Moivre nos diz que há 
precisamente n raízes n—ésimas distintas da unidade, as quais são 
dadas por 


P = eis L MER, kez 
k — n ; E <n, = . (1.17) 


êr segue imediatamente de (1.17) e da pri- 


meira fórmula de de Moivre que as raízes n—ésimas da unidade são os 
números complexos 


Denotando w = cis 


[87 ERR O dA (1.18) 


A guisa de fixação, vejamos dois exemplos. 


Exemplo 1.11. Dado n E N, ache, em função de n, as soluções da 
equação (z — 1)" = 2”. 


Solução. Como z = 0 não é raiz, a equação equivale a (1 — 1)” = 
zZ 
EN. Ss. : = E Ear 
Portanto, sendo w = cis Z, segue da discussão acima que 1 — 1 é igual 
r 2 — L i Ed ha l 
a um dos números w,w?,...,w"T1 (note que 1 também não é raiz da 
equação dada). Como 1 — + = wf 


la = 1 L 
se, € SÓ se, Z = +, Segue que z é 


igual a um dos números complexos 


1 1 1 
l-w'l-w2' “1 wrt 


L 


Para o que segue, recordemos (conforme discussão que precede o 
problema 6, página 12) que uma sequência de números complexos é 
uma função f : N — C, a qual será, o mais das vezes, denotada 
simplesmente por (Zn)n>1, onde 2, = f(n). Isto posto, observamos 
que a demonstração da fórmula para a soma dos n primeiros termos 
de uma PG de números reais e razão diferente de O e 1 é válida, 
ipsis literis, para uma PG de números complexos, i.e., uma sequência 
(2n)n>1 de complexos, tal que z;,1 = q2; para todo k > 1, onde 
q e C10,1). Portanto, podemos enunciar o resultado auxiliar a 
seguir. 
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Lema 1.12. Para z € C {0,1}, temos 
z” — 1 
2— 1. 
Como corolário do lema acima, note que, se w Æ 1 é uma raiz 
n—ésima da unidade, então w” = 1, de maneira que 


Lz te po! = 


l+w tw tee HoH. (1.19) 


Utilizaremos a fórmula acima várias vezes em nossas discussões pos- 
teriores. 


Exemplo 1.13 (IMO). Use números complexos para provar que 


o ae aa E l 
e — OS— = —. 
T T T 2 


Prova. Se w = cis a, uma raiz sétima da unidade, então 
27 4 
Re(w +w’ +w?) = cos — + cos — + cos S 
cos ai cos sa 4 
= — — COS — — COS —. 
T 7 Fá 


Por outro lado, como w" .w”* = 1 e |wt| = 1, segue do item (d) do 


lema 1.1 que | 
WE = (Wf) = wk, 
Portanto, w + w? + w3 = w? + w + wt e, daí, 
Re(w +w’ + wº) = Re(wº + w5 + wt). (1.20) 
Por fim, segue de (1.19) que 
wtw + Hwi = l; 
daí, tomando partes reais e utilizando (1.20), obtemos 


2Re(w +w” +w?) = Re(w +w? +w?) + Re(wº +w + wt) = 1 
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e segue, de (1.20), que 


2 3 1 
cos — — cos +cos— = —Re(w +u? +w?) = 


O 
O próximo resultado usa a segunda fórmula de de Moivre para dar 


uma bela interpretação geométrica para as raízes n—ésimas de um 
complexo não nulo. 


Proposição 1.14. Se z é um complexo não nulo en > 2 é um natural, 
então as raízes n— ésimas de z são os vértices de um n— ágono regular 
centrado na origem do plano complexo. 


Prova. Sendo a um argumento de z, segue da segunda fórmula de de 
Moivre que as raízes n—ésimas de z são os complexos 29, 21,...,2n-1 


E (=) 
m= Vl|z|- cis[——— ), 
n 


tais que 


para 0<k<n. 
A partir de (1.13), obtemos 


2k 
a= los (5) 


de sorte que os pontos z estão todos situados sobre o círculo de centro 
0 e raio %/|z| do plano complexo. Por outro lado, segue do corolário 


1.8 que 
2 2 
Žk+i ia (Z) | 
Zk n 


para 0 < k < n. Então, sendo u, o vetor de origem 0 e extremidade 


=4 |z|, 


Zk, Segue do corolário 1.7 que o ângulo entre u; e uķ+ı, medido em 
radianos e no sentido anti-horário, é, para O < k < n, igual a am 
A proposição decorre imediatamente desses dois fatos. L 
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Figura 1.5: disposição geométrica de raízes quartas de —1. 


Exemplo 1.15. Na figura 1.5, representamos, no plano complexo, as 


raízes quartas de —1. Observe que x = | — Ileis Z = Gi 


O corolário a seguir isola uma consequência importante do resul- 
tado anterior. 


Corolário 1.16. As raízes n— ésimas da unidade se dispõem, no plano 
complexo, como os vértices do polígono regular de n lados, inscrito no 
círculo de raio 1 centrado na origem e tendo o número 1 como um de 
seus vértices. | 


Exemplo 1.17. Na figura 1.6, temos w = cis ar = o de sorte que 
os números complexos 1, w, ..., w são as raízes sextas da unidade. 


* são as raízes cúbicas da unidade, ao passo que 


5 


Os números 1, w? ew 


os números w, w3 = —1 e w? são as raízes cúbicas de —1. 
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Figura 1.6: raízes sextas da unidade. 


Problemas — Seção 1.2 


1. Para r € R \ {0}, definimos a homotetia de centro 0 e razão 


r como a função H, : C > C, tal que H,(z) = rz, para todo 
z € C. Para 0 € R \ {0}, definimos a rotação de centro 0 
e ângulo 6 como a função Rg: C \ {0} —> C \ {0}, tal que 
Ro(z) = (cis ĝ)z, para todo z € C \ {0}. 


(a) Seja u o vetor de origem 0 e extremidade z. Se w = H, (2), 
prove que o vetor de origem 0 e extremidade w é ru. 
(b) Se w = rcis é um complexo não nulo, prove que, para 


todo z € C \ {0}, temos 


wz = H, o Ro(z). 


2. (OCM.) Seja w um número complexo tal que w? +w +1 = 0. 
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Calcule o valor do produto 


j(i) 


k=1 


. Seja n um natural múltiplo de 3. Calcule o valor de (1 + 3i)” — 


(1 — 3)”. 


. Resolva em C o sistema de equações 


[al = |z| = |z| = 1 
zı + 22 + z3 = 0 
212923 = 1 


. Encontre, em função de n € N, as soluções da equação 


1+2)” +1- DP =0. 


. Mostre que todas as raízes da equação (2z— 1)º = 32(z+ 1)’ estão 


situadas sobre o círculo do plano complexo de raio $ e centro —Ż, 


. (Irlanda.) Para cada n € N, defina a, = n?+n+1. Dado k € N, 


prove que existe m € N tal que ap 1a = am. 


. (Romênia.) Sejam p,q E€ C, com q Æ 0, tais que a equação 


xr? + pr +q° = 0 tem raízes de módulos iguais. Prove que A E R. 


. Sejam 21, Z2 € z3 números complexos não todos nulos. Prove que 


Z1, 22 € 23 SãO OS vértices de um triângulo equilátero no plano 
complexo se, e só se, 


2 2 2 
Zi F 23 + 23 = 2029 + 2923 + 292. 


Dado n > 2 inteiro, use números complexos para provar que 


n—l Ikr n— 


11. 


12. 


13. 


14. 
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Dados n > 2 inteiro e a € R, use números complexos para 
calcular cada uma das somas abaixo em função de n e a: 


(a) sena + sen (2a) + sen (3a) + --- + sen (na). 
(b) sen?a + sen? (2a) + sen? (3a) + --- + sen? (na). 


Dê exemplo de um conjunto infinito T c C satisfazendo as se- 
guintes condições: 


(a) Para todo z € T existe n € N tal que 2” = 1. 
(b) Para todos z,w € T, temos zw E T. 


(Croácia.) Sejam n um natural dado e A um conjunto de n 
números complexos não nulos, tendo a seguinte propriedade: se 
quaisquer dois de seus elementos (não necessariamente distintos) 
forem multiplicados, obtemos outro elemento do conjunto. Ache | 
todos os conjuntos À possíveis. 


Seja g : C — C uma função dada e w = cis ar, Para cada número 
complexo dado a, prove que há uma única função f : C 5 C tal 
que 


fig) + flwz +a) = g(z),Yz eC. 
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CAPÍTULO 2 


Polinômios 


De um ponto de vista mais algébrico, funções polinomiais reais po- 
dem ser encaradas como polinômios de coeficientes reais. Conforme 
veremos a partir deste capítulo, um tal ponto de vista resulta muitís- 
simo frutífero no estudo de polinômios, não somente os de coeficientes 
reais, mas também aqueles com coeficientes racionais ou, mais ge- 
ralmente, complexos. Nesse sentido, em tudo o que segue, sempre 
que uma propriedade for válida para polinômios com coeficientes em 
um qualquer dos conjuntos numéricos Q, R e C, escreveremos sim- 
plesmente K para denotar tais conjuntos, salvo menção explícita em 
contrário. Nosso propósito é, pois, desenvolver os aspectos algébricos 


elementares da teoria dos polinômios sobre K.! 


!Para os que já estudaram um pouco de Estruturas Algébricas, frisamos que K 
poderia denotar um corpo qualquer de característica 0. De fato, a restrição de K 
a Q, R ou C é meramente psicológia, tendo o intuito de tornar o mais elementar 
possível a discussão subsequente. 
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32 —  — toinomios 4 


9.1 Definições e propriedades básicas 


Colecionamos, nesta seção, as definições e notações básicas sobre 
polinômios, as quais serão fundamentais para os desenvolvimentos sub- 
sequentes da teoria. 


Definição 2.1. Uma sequência (ao, 01,42,...) de elementos de K é 
dita quase toda nula se existir n 2 —1 tal que 


An+1 = In+2 — An43 = "00 — 0. 


Em palavras, uma sequência (ao, a1, a2,- --) é quase toda nula se 
todos os seus termos, de uma certa posição em diante, forem iguais a 
zero. Por exemplo, as sequências 


(070.0, 00, 0s) E (1,23; 0, 0,0) 


são quase todas nulas; por outro lado, a sequência (1,0,1,0,1,.. ap 
com 1's e 0's se alternando indefinidamente, não é quase toda nula. 


Definição 2.2. Um polinômio sobre (ou com coeficientes em) K é 
uma soma formal f = f(X) do tipo 


F(X) = ao +01 X + 02X? + aX? += > aX", (2.1) 
| k>0 


onde (ao, 01,42, .-.) É uma sequência quase toda nula de elementos de 
K e convencionamos Xº=1 e X!= X no somatório acima. 


Ainda em relação à definição acima, cumpre observar que X é um 
símbolo qualquer. Em particular, X não representa uma variável e 
poderíamos, por exemplo, ter utilizado o símbolo O em seu lugar. 
Assumiremos ainda. que os polinômios f(X) = Do 0X" e g(X) = 
ba b, X} sobre K são iguais se, e só se, dk = bk, para todo k > 0. 

Dado um polinômio f(X) = ag + aÃ + ao X? + agXº + --- sobre 
K, adotamos as seguintes convenções: 
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i. Os elementos a; E€ K são denominados os coeficientes de f. 


ii. Quando a; = 0 omitiremos, sempre que for conveniente, o termo 
a; X’. Em particular, como a sequência (ao, a1, a2,...) é quase 
toda nula, existe um inteiro n > 0 para o qual podemos escrever 

n 
J= y 


k=0 


iii. Quando a; = +1, escreveremos +X* em vez de (+1) X*, para o 
termo correspondente de f. 


iv. O polinômio 0 = 0+0X +0X2+--.. é denominado o polinômio 
identicamente nulo sobre K. Sempre que não houver perigo 
de confusão com 0 € K, denotaremos o polinômio identicamente 
nulo sobre K simplesmente por 0. 


yv. Mais geralmente (e consoante ii.), dado a € K, denotamos o po- | 
linômio a+0X +0X2+---- simplesmente por a e o denominamos 
o polinômio constante a; em cada caso, o contexto deixará 
claro se estamos nos referindo ao polinômio constante e igual a 
a ou ao elemento a €E K. 


Denotamos por K|X] o conjunto de todos os polinômios sobre K. 


Em particular, de posse do item v. acima, convencionamos também 
que 


K c K[X]. 
Por outro lado, as inclusões Q C R C C fornecem as inclusões 
QIX] c RIX] c CIX]. 


Exemplo 2.3. Se f(X) = 1+ X — X? + V2X”, então f É Q|X] 
(uma vez que V2 É Q) mas f € R[X]. Já a expressão g = 1 + X + 
X? + X3 + Xt+--- não é um polinômio, uma vez que a sequência 
(1,1,1,...) não é quase toda nula. 


No que segue, vamos definir sobre K[X] operações 


o: KIX] x K[X] > KIX] e o: KIX] x K[X] > KIX], 


respectivamente denominadas adição e multiplicação. Para tanto, É 


precisamos inicialmente do seguinte resultado auxiliar. 


Lema 2.4. Se (ar)k>o € (bk)kzo SÃO sequências quase todas nulas de 
elementos de K, então também são quase todas nulas as sequências - 


(ax + bk)k>0 € (Ck)k>0; onde 


k 
Ck = > jd; = > aibri: 


i+j=k 1=0 
1,920 


Prova. Mostremos somente que à sequência (ck )k>o é quase toda nula, 
ficando o outro caso como exercício para O leitor (veja o problema ds 


Sejam m,n € Z tais que a; = 0 para i > n e bj = 0 para) > m. Se 
La mireiti =k comi,j>0,entãoi>nouj>m, pois, do 


contrário, teríamos k = 1 + j < n+m, o que não é o caso. Mas, como . 


isn>a=0ej>m>b= 0, em qualquer caso temos aid; = 0, 


Ck — >, aib; =), 


i+j=k 
1,920 


. de sorte que 


E 


De posse do lema anterior, podemos finalmente formular as defini- 
ções das operações de adição e multiplicação de polinômios. 


Definição 2.5. Dados em K[X] os polinômios 


f(X) => aX" e dX) = > bX", 


k>0 k>0 
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a soma e o produto de f e g, denotados respectivamente por f g 
e f ©g, são os polinômios | 


(Fen(O)=> (ax +b) X" 


k>0 


(FOX) =J aX", 


k>0 


onde Ck = ) i+j=k Qibj. 
i, j20 


Ainda que, em princípio, possa não parecer, a definição do produto 
de dois polinômios é bastante natural: a fórmula para o coeficiente cy 
de f O g é necessária se quisermos que valham a distributividade da 
operação O em relação à operação P, bem como a regra usual de 
potenciação X” O X” = X m+n. De fato, se tais propriedades forem 
válidas, então, calculando o produto 


(ao +a X +a2X? +) O (bo +b X +X? +.) 


distributivamente, obtemos 


aobo = ; aib; 
i+j=0 
1,920 
para coeficiente de Xº, 
aobı + 01h, = X a;bj 
i+j=1 
i,j Z0 
para coeficiente de X, 
ando + a101 + abo = X a;bj 
i+j=2 


i, jZ0 


para coeficiente de X? e assim por diante. 
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De fato, não é difícil nos convencermos (cf. problema 3) de que, 


conforme foram definidas, as operações de adição e multiplicação de . 


polinômios sobre K gozam das seguintes propriedades: 
i. Comutatividade: fOg=90fefoOg=70 f; 


ii. Associatividade: (feg)eh=fe(geoh)e(fog)oh= 
Fo(goh); 


iii. Distributividade: fo(geh)=(fogo(fonh), 
para todos f,9g,h € K[X]. 


Exemplo 2.6. Considere os polinômios de coeficientes reais f(X) = 


1+ X — V2X? — 4X? eg(X) = X + X?, onde, como anteriormente . 


convencionado, omitimos os coeficientes nulos. Então 


FEX =1+2X+(1-VBXº — 4X 


Fon) =(1+X-v2Xº — 4X?) O (X + X°’) 
= [10 (X + X^] e [X o (X + Xe 
p [-V2X? © (X + X?)] @ [-4X° © (X + X?) 
=(X+X)0(Xº+X) 6 (-v2Xº — V2x VE 
p (—4X* — 4Xº) 
= X + 2X? + (1 — V2) X? — (V2 +4) X4 — 4X5. 


A discussão acima deixa claro que podemos relaxar nossas nota- 
ções, denotando, a partir de agora, as operações de adição e multipli- | 
cação de polinômios simplesmente por + e -. Assim, sempre que adi- 
cionarmos dois polinômios, os sinais + representarão duas operações . 
diferentes: a adição de elementos de K, efetuada sobre os coeficientes . 
dos polinômios em questão, e a adição de elementos de K[X|. No en- 
tanto, isto não deve causar confusão, uma vez que o contexto sempre : 
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deixará claro a qual operação o sinal + se refere. Note, ainda, que um 
comentário análogo é válido para o sinal - de multiplicação. 


Observação 2.7. Todas as definições acima podem ser estendidas, 
aliás de maneira óbvia, para incluir polinômios de coeficientes inteiros. 
Doravante, sempre que necessário, denotaremos o conjunto de tais 
polinômios por Z[X). 


sendo 0 o polinômio identicamente nulo, temos f+0=0+f=0 
para todo f € K[X|, i.e, o polinômio identicamente nulo é o elemento 
neutro da adição de polinômios. Por outro lado, dado f € K[X], 
existe um único polinômio g € K[X] tal que f +g = g + f = 0: de 
fato, sendo f(X) = ao + a1 X + aX? +- --, é imediato que 


g(X) = —ao — mX — aX’ — 


é esse único polinômio, o qual será, doravante, denotado por — f. As- 
sim, 
(F(X) = —O0 — a1 X En DD Ga un  R 


e, para f,g € K[X], podemos definir a diferença f — g entre fe g 
por f-9g=+(-9). 
Para aœ € K e g(X) = bo + b1ıX + b2X? + --- € K[X], é imediato 
verificar que 
a: g = abo + abı X + ab X? +--. ; 


) 


em particular, temos 1 -g = g para todo g € KIX], de maneira que 
o polinômio constante 1 é o elemento neutro da multiplicação de po- 
linômios. 

Doravante, sempre que não houver perigo de confusão, escrevere- 
mos simplesmente fg para denotar o produto f -g, de f,g € KIX]. 
Em particular, se a € K, então af denotará o produto de a, visto 
como polinômio constante, e f. 

A definição a seguir desempenhará papel central ao longo do texto. 
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Definição 2.8. Se f(X) = a + aX ++ nX" €E KIX] \ 10}, Ê 


com an Æ O, dizemos que o inteiro não negativo n é o grau de f,e 
denotamos Of = n (lê-se “o grau de f é igual a n’). 


Veja que só definimos grau para, polinômios não identicamente nu- | 
los; por outro lado, Of = 0 para todo polinômio constante f(X) = a, , 
com a € K 40). Doravante, sempre que nos referirmos a f € 


K[X] \ {0} escrevendo 


100) = aX”" pee aA ag 


suporemos, salvo menção em contrário, que an & O. Nesse caso, an : 


será denominado o coeficiente líder de f. Finalmente, f será dito , 


mônico quando tiver coeficiente líder 1. 


A proposição a seguir estabelece duas propriedades muito impor- 


tantes da noção de grau de polinômios. 


Proposição 2.9. Para f,g € K[X] \ {0}, temos: 


(a) olf +g) < max{ðf,ðg} se f +g F0. 
(o) fo #0 e 19) = 3f +08 
Prova. Sejam f =n e Og = m, com 
f(X) =a +X +: tank" e g(X) = bo + X + + bm X". 


(a) Se m + n, podemos supor, sem perda de generalidade, que m > n. 
Então | 


(f+9(X) = (ao +bo) à dd (an + br) X” + bnp X" qh bn A 


de forma que 9(f +g) = m = maxtôf, ðg}. Se m =n mas f +g Æ 0, 
entao 
(f + 9X) = (ao + bo) ++: + (am + ba) AO 
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e há duas possibilidades: an + bn = 0 ou an + bn 7 O. No pri- 
meiro caso, O(f + 9) < n = max(0f,0g). No segundo, O(f + g= 
n = max(0f,09). Em qualquer caso, ainda teremos O(f + 9) < 


(b) Seja fg = Co +c X +X? +- . Sek > m+n, vimos, na prova do 
lema 2.4, que c; = O. Portanto, se mostrarmos que Cm+n Æ 0, seguirá 
que fg #0 e O(f9) = m+n = ðf + Og. Mas, como a; = 0 para? > n 
e b; = 0 para j > m, é imediato que 


i+j=m+n 
1,920 


Problemas — Seção 2.1 


1. * Se (ax)k>o € (bk)k>o São sequências quase todas nulas de ele- 
mentos de K, mostre que a sequência (ap + bk)k>o também é 
quase toda nula. 


2. Dado n € N, execute as seguintes multiplicações de polinômios: 


(a) (X — 1)\( X"? +X? 4. X H1). 
(b) (X + D)(XN1 — X™? +. --— X + 1), se n for ímpar. 
(c) (X + D(X2 + (XE +1)... (X +1). 
3. * Mostre que as operações de adição e multiplicação de poli- 


nômios são comutativas, associativas e que a multiplicação é 
distributiva em relação à adição. 


Polinômios 


4. * Mostre que, em K[X], não há divisores de zero. Mais preci- 


samente, mostre que se f,g € K[X] são tais que fg = 0, então Í 


f=00ug=0. 


5. (Torneio das Cidades.) Encontre pelo menos um polinômio f, 
de grau 2001, tal que f(X) + fU — A p= É. 


2.2 O algoritmo da divisão 


Já vimos ser possível adicionar, subtrair e multiplicar polinômios, 
sendo o resultado ainda um polinômio. E quanto à possibilidade de 
uma operação de divisão para polinômios? Bem, nem sempre será 
possível efetuá-la; em outras palavras, dados polinômios f,g € K[X], 
com g Æ 0, nem sempre existirá h € K|X | tal que f = gh; por exemplo, 
se f(X) = X +1 e g(X) = X? então um tal polinômio h não existe, 
pois, caso existisse, deveríamos ter 


1 = ðf = (gh) = ðg + Əh = 2 + Əh 


e, daí, Oh = —1, o que é um absurdo. 


Apesar da discussão do parágrafo anterior, O seguinte análogo da 


divisão de inteiros, denominado o algoritmo da divisão para po- 


linômios, ainda é válido. 


Teorema 2.10. Se f,g € K[X], com g £ 0, então existem únicos 
q,r E K[X] tais que 


f =gq+r, comr=0 0u0< ór < Og. (2.2) 


Prova. Mostremos, inicialmente, que há no máximo um par de po- 
linômios q e r satisfazendo as condições do enunciado. Para tanto, 
sejam q1, q2, T1; r2 E€ K[X] tais que 


f = gq + rı = g2 + T2, 
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com r; = 0 ou 0 < ðr; < dg, para i = 1,2. Então, g(qı — q2) = r2 — r1 
e, se q1 F Q2, O problema 4, página 40, garante que rı Æ ro. Mas, pela 
proposição 2.9, temos 


dg < 3g + (q — 42) = lgl — q2)) 
= o(r1 == ro) < maxfOr1, Ora + < 0g, 


o que é um absurdo. Portanto, qı = q» e, daí, rı = r2. 

Façamos, agora, a prova da existência de polinômios q e r satisfa- 
zendo as condições do enunciado. No que segue, sejam b o coeficiente 
líder e n o grau de g, e consideremos o seguinte algoritmo: 


Algoritmo da divisão para polinômios 
1. FAÇA 
e r + f; m + Of; geo; 


e a <- COEFICIENTE LÍDER DE r; 


2. ENQUANTO r Æ (0 OU Or > Og FAÇA 


r(X) + r(X) — ab! XP" g(X); 
q(X) + q(X) + ab! X" ”; 


© m + or 


e a <- COEFICIENTE LÍDER DE r; 


3. LEIA OS VALORES FINAIS DE r E DE q. 


Provemos que o algoritmo acima realmente termina após um núme- 
ro finito de repetições do laço ENQUANTO e nos dá, ao final, polinômios 
q e r como desejado. 

Se r Æ 0 ou Or > Og, então a instrução do laço ENQUANTO troca 
r(X) pelo polinômio r(X) — ab"! X”""g(X); tal polinômio, se não 
for o polinômio nulo, tem grau menor que o de r, uma vez que o 
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polinômio ab! XT-"g(X) tem grau m (que é o grau de r antes da ; 
execução do laço) e coeficiente líder a (que é o coeficiente líder de r 
antes da execução do laço). Assim, o algoritmo pára após um número É 


finito de passos. 
Após a primeira atribuição, temos 


uma vez que, no início, q(X) = 0 e r(X) = f(x). Suponha, por 
hipótese de indução, que após uma certa execução do laço ENQUANTO 
tenhamos f(X) = 9(X)g(X) + r(X) e que, nesse momento, (X) + 
0 e Or > 09. Então a próxima execução ocorre e troca r(X) por 


r(X) — ab! XTP-"9(X) e q(X) por q(X) + ab! XT". Como 


g(X) (g(X) + ab™tX™") + (r(X) — ab IX" g(X)) (2.3) 


é igual a g(X)qa(X) + r(X), segue da hipótese de indução que, após 
tal execução, ainda teremos (2.3) igual a f(X). O 


Nas notações do algoritmo da divisão para polinômios, dizemos que 
(o valor final de) q é o quociente e (o valor final de) r é o resto da 
divisão de f por g. Ademais, quando r = 0, dizemos que f é divisível 
por g ou, ainda, que g divide f, e denotamos g | f. 


qn s E 


n A Ra ço S ER CA S 
a A E EE P PEN EDE O NE AA E O T ORES RE 


pa D E 


Observação 2.11. Como o leitor pode facilmente verificar repassando 


a discussão acima, o algoritmo da divisão ainda é válido para polinô- . 


mios em Z[X], contanto que o coeficiente líder do polinômio divisor 
seja +1. Mais precisamente, se f,g € Z|X], onde g #0 tem coefici- 
ente líder +1, então q e r também têm coeficientes inteiros. No que i 


segue, usaremos esta observação sem maiores comentários. 


Vejamos como o algoritmo da divisão se comporta num exemplo 


particular. Considere o problema de dividir f(X) = Xº-2Xº 45X +7 | 


por 9(X) = 3X? + 1 em Q[X]. Iniciamos o algoritmo armazenando os 
valores b = 3 en = 2. Ao segui-lo, temos os seguintes passos: 
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1. Fazemos as atribuições r(X) = X4 — 2X2? +5X +7; m = 4; 


q(X)=0,a=1. 
2. Como nem r(X) = 0 nem m = 4 < n = 2, trocamos r(X) por 
r(X) — ab! XP" g(X) = 
= Xt — 2X? + 5X +7 — e +1) 
= si +5X +7, 


m por 2, q(X) por 
—] ym-n 1 4—2 l 2 
q(X)+ab X a =9f 


ea por —i. 


3. Como ainda não temos nem r(X) = O nem m = 2 < n = 2, 
trocamos r(X) por 


r(X) — ab! XP" g(X) = 
7 7/3 
= =X +5X +T+ is o +1) 


m por 1, g(X) por 


E db =7/3 1 Tá 
Kiga X Ss 2024 — Xºº=0Xº — — 
1 3% Rm 3 9 
e a por 5. 


4. Agora, ainda temos r(X) # 0, mas m = 1 < n = 2, de modo que 
não mais voltamos para o início do loop. Simplesmente lemos 


TO 1 T 
Meir es Res 
r(X) E e q(X) 3% : 


Polinômios é 


Podemos esquematizar O procedimento acima na tabela abaixo, ao 


longo da qual você deve identificar cada uma das passagens acima: 


Algoritmo da divisão para polinômios 


x! -2X2 45X.  +7|3X? +1 
= al 1/3X? 
—7/3X? +5X +7 |1/3X? -7/9 
7/3X? +7/9 
5X +70/9 


Problemas — Seção 2.2 


1. Sen E N, encontre o resto da divisão do polinômio (X?+X +1)” 
pelo polinômio X? — X +1. 


2. Dados m,n € N, com m > n, encontre O resto da divisão de 


xXx” +1 por X” +1. 


3. Ao dividirmos um polinômio f € Q[X] por X +2, obtemos resto 
—1; ao dividirmos f por X — 2, obtemos resto 3. Encontre O 
resto da divisão de f por X?’ — 4. 


4. Um polinômio f € R[X] deixa resto 4 quando dividido por X +1 
e resto 2X + 3 quando dividido por X? + 1. Obtenha o resto de 
sua divisão por (X + D)(Xº + 1). 


CAPÍTULO 3 


Raízes de Polinômios 


Na exposição que fizemos até agora da teoria de polinômios não 
tivemos, em momento algum, a intenção de substituir X por um nú- 
mero. De outra forma, até o presente momento, polinômios têm sido 
para nós meramente expressões formais com as quais aprendemos a 
operar. Nesse sentido, a indeterminada X é um símbolo sem sig- 
nificado aritmético, e observamos uma vez mais que poderíamos tê-lo 
substituído pelo símbolo [], por exemplo, sem problema algum. 

Remediamos o estado de coisas descrito acima neste capítulo, onde 


introduzimos o conceito de raiz de um polinômio e de função polino- 


mial associada a um polinômio. Dentre os vários resultados impor- 
tantes discutidos, destacamos a apresentação de uma demonstração 
completa do teorema fundamental da álgebra. Outros pontos dignos 
de nota são a discussão do critério de pesquisa de raízes racionais de 
polinômios de coeficientes inteiros e a utilização de raízes da unidade 
como marcadores de posição em certos problemas combinatórios. 
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3.1 Raízes de polinômios 


Para continuar nosso estudo de polinômios, é conveniente conside- 
rar a função polinomial associada a um polinômio. 


Definição 3.1. Para f(X) = an X” +- - -+a1X +a € K[X], a função 
polinomial associada a f é a função f: K > K dada, para x € K, 
por | 

f(x) = nx" + -< -+ az + ao. 


Quando f(X) = c, note que a função polinomial associada f será 
a função constante f(x) = c, para todo x € K, justificando o nome 
constante imputado anteriormente a um polinômio de grau 0. 


Definição 3.2. Seja f € K[X] um polinômio, com função polinomial 
associada f : K >» K. Um elemento a € K é uma raiz de f se 


~ 


F(a) =0. 
Por exemplo, se f(X) = X + 1 € CIX], é fácil ver que z = —1 é a 
única raiz de f em C. De fato, a função polinomial associada a f é 
PO = C 
rt — r+1’ 


de sorte que f(x) = 0 se, e só se, x = —1. 
A proposição a seguir é conhecida como o teste da raiz. 


Proposição 3.3. Se fe K|X] \ {0} ea € K, então: 
(a) a é raiz de f se, e só se, (X — a) | F(X) em K|X]. 


(b) Se a for raiz de f, então existe um maior inteiro positivo m tal 
que (X — a)” divide f. Ademais, sendo f(X) = (X —a)”q(X), 
com q E€ K|X], tem-se (a) # 0, onde  : K > K é a função 
polinomial associada a q. 


= 
E 


3.1 Raízes de polinômios 47 


(c) Se o1,..., ar forem raízes duas a duas distintas de f, então o 


polinômio (X — ay) ---(X — ay) divide f(X) em K[X]. 


Prova. 
(a) Segue do algoritmo da divisão a existência de polinômios q,r € 
K[X] tais que 

F(X) = (X -aja X) + r(x), 
com r = 0 ou 0 < ðr < (X — a) = 1. Portanto, r(X) = c, um po- 
linômio constante. Por outro lado, sendo f e q as funções polinomiais 
respectivamente associadas a f e q, segue da igualdade acima que 


Hla)=(a-—alila) +e=c, 
ie., f(X) = (X — a)q(X) + f(a). Assim, 
a é raiz de f & f(a) =0 & f(X) = (X -aq(X). 


(b) Se m > ðf, então (X — a)” + f(X), uma vez que O(X — a)” = 
m > ðf. Daí e do item (a), existe um maior inteiro positivo m tal que 


(X —- a)” | f(X), digamos f(X) = (X — o)”g(X). Passando para 


funções polinomiais, obtemos, a partir daí, a igualdade 


d 


f(x) = (z - a)”ãlz), Yx €K; 


se (a) = 0, seguiria de (a) que q(X) = (X — a)qı(X), para algum 
polinômio qı € K|X]. Mas aí, teríamos 
f(X) = (X — a)” "q (X), 


contrariando a maximalidade de m. 


(c) Façamos a prova deste item para o caso k = 2 (a prova do caso 
geral é inteiramente análoga). Como a; é raiz de f, pelo item (a) 
existe um polinômio g € K|X] tal que f(X) = (X — ay)g(X). Seja 
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q a função polinomial associada ao polinômio g. Como ay £ Q2 e ay 
também é raiz de f, segue da última igualdade que 


Pad 


0 = f(02) = (az — ani(as), 


e qo é raiz de g. Daí, novamente pelo item (a), existe um polinômio 
h € KIX] tal que g(X) = (X — az2)h( X) e, assim, 


f(X) Ee (X e o (X — ao )h(X). 
O 


O exemplo a seguir traz uma aplicação interessante do teste da 
raiz. 


Exemplo 3.4 (União Soviética!). Numere as linhas e colunas de um 
tabuleiro n x n del a n, respectivamente de cima para baixo e da 
esquerda para a direita. Dados 2n números reais distintos a1,..., an, 
bi,..., bn, para 1 < i,j < n escreva o número a; + bj na casa 1 x 1 
situada na linha à e na coluna j. Se os produtos dos números escritos 
nas casas das colunas do tabuleiro forem todos iguais, prove que os 
produtos dos números escritos nas casas das linhas do mesmo também 
serão todos iguais. 


Prova. Considere o polinômio 
F(X) = (X +a)(X +as).. (X + an) E€ RX). 


Sendo f a função polinomial associada a f, segue do enunciado a 
existência de a € R tal que f(b) = f (b2) = ---= f(bn) = a. Então, 
f(bi)— a = 0 para 1 < i < n, de modo que, pelo teste da raiz, temos 


f(X) -a = (X —b)(X bo)... (X — ba) 


1 A União Soviética foi um país que existiu até 1991, quando o colapso do Comu- 


nismo a fez dividir-se em vários países distintos, dentre os quais citamos Azerbaijão, 
Bielorrússia, Estônia, Cazaquistão, Letônia, Lutiânia, Moldávia, Rússia, Ucrânia 
e Uzbequistão. 
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(note que tanto f(X) — a quanto o polinômio do segundo membro na 
igualdade acima são mônicos e têm grau n). Portanto, 


—a = f(-a)-a=(—(a;+b)(a;+bo)...(a; + bn), 


de forma que os produtos dos números em cada linha são iguais a 
(— 1)" ta. > O 


Como corolário do teste da raiz, explicitamos a seguir um algo- 
ritmo bastante simples para a obtenção do quociente da divisão de 
um polinômio mônico f € K[X| por X — a, onde a é uma raiz de 
f. Tal algoritmo é conhecido na literatura como o algoritmo de 
Horner-Ruffini, e é baseado no resultado a seguir. 


Proposição 3.5 (Horner-Ruffini). Seja 
AE aÃ foca 
um polinômio mônico sobre K. Sea E K é uma raiz de f e 
XTA 4 BasX + ct dy : K[X] 
é o quociente da divisão de f(X) por X — a, então 


bn-—2 = Q + an-ı 
bn-3 = Qbn-2 + Un—2 


bn—i-1 = Qbn-i + ani N 


bo = ab + a4 


Prova. Por uniformidade de notação, faça b,.1 = 1. Temos inicial- 
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mente que 
n—1 
F(X) = (X -a)g(X) = (X -a)X bni X 
i=0 
n—1 n—l1 
= >. Dag = >. Oba XI 
=0 1=0 
n—1 n—2 
= bn- X” na >. Dq e ` Abn- X" z ado 
1=1 1=0 
n—l1 n—l 
= MAD bni SS ab, X" — abo 
1=1 1=1 
n—1 
= x + X (bni E Abn) X" = ado. 
i=l 


Comparando a última expressão acima para f com aquela do enun- É 


ciado, concluímos que 
ba-1-i se Qba-i = Un-i; 


para 1 < ¿ < n — 1. Obtemos, assim, o sistema de equações 


Dat E À 
Dn-2 E Qbn-1 = Qn- 
bn-3 B Qbn-2 = Qn-2 
) 
Onai e Abi = Uni 


bo — ab = ai 
— ado = "do. 


o qual, por sua vez, equivale às relações do enunciado (a última equa- 
ção do sistema acima pode ser desprezada, pois representa somente a 
condição de compatibilidade advinda da suposição de que a seja raiz 


de f). oO 


E 
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A discussão acima pode ser resumida na tabela a seguir, na qual 
colocamos os coeficientes de f (que não o coeficiente líder 1) na pri- 
meira linha e calculamos, da esquerda para a direita e a começar pelo 
coeficiente líder b,, 1 = 1, os sucessivos coeficientes de g na segunda 
linha. 


Algoritmo de Horner-Rufinni 


ao 
Q - bn—2 + Gas 
RE bo 

Observe que cada coeficiente de g, que não o líder, é igual ao 
produto do coeficiente à sua esquerda por a, somado ao coeficiente 
de f situado acima deste. 


Exemplo 3.6. Verifique que V2 é raiz do polinômio f(X) = Xº — 
5X!+ X8 — 5X? — 6X +30 e encontre, com o auxílio do algoritmo de 


“Horner-Rufinni, o quociente da divisão de f por X — v2. 


Solução. Montemos a tabela do algoritmo de Horner-Rufinni pondo 
n = 5 e a4 = —5, a3 = 1, ao = —5, a = —6, ay = 30 na primeira 
linha. Começando com b4 = 1 na primeira casa da segunda linha, 
obtemos sucessivamente b3 = v2 -1 — 5, ba = V2bs + 1 = 3 — 5V2, 
bi = V2b — 5 = —15 + 3V2 e bo = V 2b; — 6 = —15v2. 


Por fim, como —abọ = —v2(-15V2) = 30 = ao, segue que v2 é 
realmente raiz de f e o quociente da divisão de f por X — v2 é 
X4 + (V2 — 5)X? + (3 — 5V2) X? + (—15 + 3V2) X — 15v2. O 
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Nas notações do teste da raiz, se f(X) = (X — a)” g(X), com 
(a) £ 0, dizemos que m é a multiplicidade de a como raiz de f. 
Em particular, œa é uma raiz simples de f sem = 1 e múltipla se 
m > 1. 


Exemplo 3.7. Sendo f(X) = X’ — 7X? + 16X — 12 um polinômio 
de coeficientes reais, temos que 2 é raiz dupla e 3 é raiz simples de f, 
uma vez que f(X) = (X —-DAX — 3). 


Mais adiante neste capítulo, estudaremos em detalhe o problema 
de examinar se um polinômio f com coeficientes em K possui ou não 
raízes múltiplas. Por ora, precisaremos no máximo saber o que vem a 
ser uma tal raiz. Devemos notar, todavia, que já temos uma maneira 
de saber se um elemento a € K é ou não raiz múltipla de um polinômio 
não nulo f: basta dividir f por (X — a)? (o que pode ser feito com 
duas aplicações sucessivas do algoritmo de Horner-Rufinni) e verificar 
se a divisão é exata. Teremos mais a dizer sobre isso mais adiante. 

Outro corolário interessante do algoritmo da divisão é o fato de 
um polinômio não identicamente nulo não poder ter mais raízes do 
que seu grau. Observe que permitimos raízes múltiplas no resultado 
a seguir. 


Corolário 3.8. Se f e KIX] \ {0}, então f possui no máximo Of 
raízes em K, contadas de acordo com suas multiplicidades. 


Prova. Façamos indução sobre o grau de f. Se Of = 0, então existe 
c € K \ {0} tal que f(X) = c. Daí, a função polinomial associada f 
é a função constante x > c, e segue que o número de raízes de f é 0, 
igual a seu grau. | 

Seja, agora, f um polinômio de grau positivo e suponha a afirma- 
ção do enunciado válida para todos os polinômios não nulos de graus 
menores que Of. Se f não tiver raízes em K, nada há a fazer. Se- 
não, seja œ E€ K uma raiz de f e (de acordo com o teste da raiz) m o 


Epic 


+ rea Rea ane ce nt nene ear enorme severa 
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maior natural tal que f(X) = (X — a)” q(X), para algum polinômio 
q E€ K[X]. Como | 
ðq =0f -m< of, 


segue da hipótese de indução que q tem no máximo ðq raízes em K, 
contadas de acordo com suas multiplicidades. Agora, se 8 Æ a é raiz 
de f, temos 


0 = f8) = (8 — a)” a(B) 
e, daí, 8 é raiz de q. Portanto, o número de raízes de f é igual a m 
(a multiplicidade de a) mais o número de raízes de q, e segue, por 
hipótese de indução, que f possui no máximo 


m + ôq = Of 
raízes em K. E 


Utilizamos frequentemente o corolário acima em uma das formas 
a seguir. 


Corolário 3.9. Se f(X) =X” +---+aıX +a E€ KIX] admite 
pelo menos n+ 1 raízes distintas em K, então f é identicamente nulo, 
.e., ünr = E= aE. 


Prova. Se f € K[X] \ {0}, então, pelo corolário anterior, f teria no 
máximo n raízes em K. E 


Corolário 3.10. Sejam f(X) = anX” +--.+taX+a eg(X) = 
bmX”++--+by X +bo polinômios sobre K, comm > n. Se f(x) = g(x 
para ao menos m+ 1 valores distintos x EK, então f =g, ie m=n 
e a; = bi, paraQ0<i<n. 


Prova. Basta aplicar o corolário anterior ao polinômio f — g, notando 
que a função polinomial associada a tal polinômio é f — ĝ. E 
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Se F é o conjunto das funções de K em K, então o último corolário É 


acima garante que a aplicação 


K[X] — F 
Po aJo 


que associa a cada polinômio f € K[X] sua função polinomial f € F, | 
é injetiva. Em outras palavras, ele afirma que dois polinômios sobre K | 


2 


só terão funções polinomiais iguais quando eles mesmos forem iguais”. | 

Graças a esse fato, doravante vamos denotar por f tanto um ele- | 
mento de K[X] (i.e., um polinômio com coeficientes em K) quanto a . 
função polinomial associada a tal elemento. Em particular, quando { 
escrevermos f(X), estaremos nos referindo ao polinômio f; quando | 
escrevermos f(x), estaremos nos referindo ao elemento de K, imagem { 
de x € K pela função polinomial associada a f. O contexto esclarecerá | 


eventuais confusões. 


Observação 3.11. O corolário 3.10 garante que os coeficientes de um | 
polinômio f € K[X] são determinados pelos valores f(x), comz EK. | 
Posteriormente, estudaremos em detalhe o problema de como obter . 
um polinômio em K[X] que assuma valores prescritos em um número | 


finito de elementos x € K dados. 


Os dois exemplos a seguir ilustram usos típicos dos corolários 3.9 
e 3.10. 


Exemplo 3.12 (Moldávia). Obtenha todos os polinômios f € RIX] 
tais que (0) = 0 e | 


f+D=fal+l, Yz ER. 


2Conforme veremos na seção 7.3, ao desenvolvermos a teoria de polinômios 
sobre Zp, onde p € Z é primo, o fato de K ser infinito nos casos presentemente sob 
consideração é imprescindível para a injetividade de (3.2). 


(3.2) | 
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Solução. Defina a sequência (un)n>o por uo = 0 eum = uÊ + 1, 
paran 2 1. Se g(X) = X, então f(uo) = O = g(wo) e, supondo 
f(ur) = g(ux), temos também 


Hume) = fuk + 1) = f(u) +1 
= glup) +1 =u? +1 
g 


Portanto, por indução temos f(un) = g(un), para todo inteiro 
não negativo n. Mas, como os valores dos termos u, são dois a dois 
distintos, concluímos que f e g coincidem em uma quantidade infinita 
de valores distintos, e segue do corolário 3.10 que f = g, i.e., f(X) = 


X. L 


Exemplo 3.13 (Hong Kong). Seja g(X) = X5+X4+X8+X?+X +1. 
Calcule resto da divisão de g(X!2) por g(X). 


Solução. Pelo algoritmo da divisão, existe q,r € R[X] tais que 


g(X”) = g(X)g(X) + r(X), 


com r=0ou 0< ðr < 4. Tomando w = cis ar e fazendo x = wf nas 
funções polinomiais correspondentes, com 1 < k < 5, obtemos 
g(w) = g(wa(w") + rw"), (3.3) 


para 1 <k<os. 

Agora, como w! = cis (4kr) = 1, temos g(w!?™) = g(1) = 6. Por 
outro lado, para 1 < k < 5, o lema 1.12 fornece 

k k 4k k k al 
glu") = w" tw w w Ha HI ES = (0. 

Assim, (3.3) se reduz a r(wf) = 6, para 1 < k < 5, de sorte que o 
polinômio r — 6 tem pelo menos cinco raízes distintas. Mas, como 
r— 6 = 0 ou (r — 6) < 4, segue do corolário 3.8 quer —-6=0. 2 
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O corolário a seguir garante que a imagem da função polinomial 
associada a um polinômio não constante é um conjunto infinito. 


Corolário 3.14. Se fe K[X|NK, então a imagem Im.(f) da função | 


polinomial associada a f é um subconjunto infinito de K. 


Prova. Suponha o contrário, i.e, que Im(f) = {01,...,@k} C K. 
Então, para todo x € K, teríamos f(x) € {a1,..., œp}. Mas, como K 
é um conjunto infinito, existiriam 1 < à < k e elementos dois a dois 
distintos £1, £2,... E€ K tais que 


f(£1) = f (z2) = +- = ai. 


Portanto, f(X) — a; seria um polinômio não identicamente nulo (lem- 
bre-se de que f é não constante) com uma infinidade de raízes distintas, 
o que é uma contradição. E 


Exemplo 3.15 (Canadá). Ache todos os polinômios não constantes 
f e Q|X] que satisfazem a relação f(f(X)) = f(X)", onde k é um 


inteiro positivo dado. 


Solução. É fácil ver (conforme problema 1) que, para todo x € Q, 
temos f(f(x)) = f(x)*. De outro modo, f(y) = yf, para todo y € 
Im (f). Mas, o corolário 3.14 garante que Im (f) é um subconjunto 
infinito de Q, de sorte que o corolário 3.10 garante que f(X) = X*. O 


Terminamos esta seção estudando o problema de pesquisa de raí- 
zes racionais de polinômios de coeficientes inteiros. O item (a) da 
proposição a seguir traz o resultado central, conhecido na literatura 
como o critério de pesquisa de raízes racionais de polinômios de 
coeficientes inteiros. 


Proposição 3.16. Sejam n > 1 inteiro, f(X) = aX"+---+aX+Hao 
um polinômio de coeficientes inteiros e p e q inteiros não nulos primos 
entre si. Se f(Ẹ) = 0, então: 
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(a) p | ao e q |an. 
(b) Se f for OTA as possíveis raízes racionais de f são inteiras. 


(c) (p— mq) | f(m), para todo m € Z. Em particular, (p — q) | (1) 
e (p +q) dt): 


Prova. 


(a) A partir de f(Ẹ) = 


0, obtemos prontamente 
anp” + Anmp" q ++ po”! + aog” = O 


e, daí, 
ag” = p(-anpT!—...— aq!) 
= q(—an-1p"7! SS a ene aoq”7}) 


Portanto, p | aoq” e q | anp”. Mas, uma vez que p e q são primos entre 
si, o item (a) da proposição 1.21 de [14] garante que p | ao e q | an, 
como queríamos provar. 


(b) Imediato a partir de (a). 


(c) Como f(Ẹ) = 0, temos f(m) = f(m) — f(Ẹ) ou, ainda, 


1 
f(m) = (anm” +- - -+ am + ao) — gr OP” +- + mpg”! + aog”). 
Portanto, 


f(m) = q"(a;m”" +--+ am + ao) — lanp” +--+ mpg”! + aog") 
= an((mq)" — 9) +--+ agt (mq — p) = (mq — pr, 


para algum r € Z, onde utilizamos o item (a) do problema 2.1.18 
de [10] na última igualdade acima. Os cálculos acima garantem que 


(mg — p) | q” f(m). A partir daí, para concluir que (mg — p) | f(m), 
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é suficiente, novamente pelo item (a) da proposição 1.21 de [14], mos- 
trarmos que mdc (mg — p,q”) = 1. Para tanto, basta aplicarmos o 
item (b) da proposição 1.21 e o corolário 1.22 de [14] para obter 


mdc (p,q) = 1 => mdc (mq — p,q) = 1 > mde (mq — p, q”) = 1. 


O resto é imediato. O 


A proposição anterior pode, por vezes, ser aplicada para garantir É 


a irracionalidade de números reais. Vejamos alguns exemplos. 


Exemplo 3.17. Prove que o número 1/2 + V2+ 42 é irracional. 


Prova. Sea = 4/2 + 2 + 42, então a? — 2 = V2 + V2 e, daí, f 


(a? — 2)? = 2 + V2. Logo, ((a? — 2)? — 2)? = 2, de maneira que a é 
raiz do polinômio mônico de coeficientes inteiros. 
FX) Ca = a 
(Xt — 4X? +2? — 2. 


Portanto, se œ € Q, segue dos itens (a) e (b) da proposição anterior | 


que aœ € N e a | f(0) = 2, de modo que a = 1 ou 2. Mas, como 


I<a<y2+V2+2=2, 
chegamos a uma contradição. | L] 
Exemplo 3.18. Prove que tg 10º é irracional. 


Prova. Denotemos a = tg 10º. Aplicando a proposição 7.18 e o co- 
rolário 7.19 de [11], obtemos sucessivamente 


2tg 10º ê 
tg20° + tg10º — itg’ + 1810 


tg 30° = —=—————— = 
É 1 — tg 20º. tg 10º 1 — 2tg'º10º 
Edo 
1— tg “10º 

-aA 3a — Q’ 

= 1-2% 1-32 


l-a? 
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Mas, como tg30° = —, segue que 


(3a —- a“)? 1 


(1-302)2 3 
ou, ainda, 
30º — 270º + 330º — 1 = 0. 


Portanto, tg 10º é raiz do polinômio de coeficientes inteiros f(X) = 
93Xº-927X*+33Xº—1,e basta mostrar que o mesmo não possui raízes 
racionais. Para tanto, note inicialmente que, pela proposição 3.16, as 
possíveis raízes racionais de f são +1 ou +á: entretanto, calculando 
diretamente f(+1) e f(+5) concluímos que nenhum desses números é 


igual a 0, conforme desejado. E 


Exemplo 3.19 (Iugoslávia). Ache todos os racionais positivos a < 
b<c tais que os números 


1 1 1 
a+b+c, —+—- +-— e abe 
a b c 


sejam todos inteiros. 


Solução. Se f(X) = (X —a)(X — b)(X — c), então a,b e c são as 
raízes de f, ademais racionais. Por outro lado, 


F(X) = X? — (a +b + c) X? + (ab + bc + ca) X — abe, 


com 


1 1 1 
ab+be+ca = abe (2 +57 +) e Z. 
a b c 


Segue, então, que f € Z[X]. Mas, como f é mônico, o critério de pes- 
quisa de raízes racionais aplicado a f garante que a, b e c são inteiros. 
Por fim, uma vez que a, b e c são positivos, as condições do enunciado 


3Até a década de 1990, Bósnia e Herzegovina, Croácia, Eslovênia, Kosovo, 
Macedônia, Montenegro e Sérvia compunham um único país, a Iugoslávia. 
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garantem que basta encontrarmos todos os a < b < c naturais para os 
quais + 5 + 1 também seja natural. Este é um problema simples, o 
qual será deixado ao leitor; as únicas soluções são os ternos 


(a,b,c) = (1,1, 1), (1,2, 2), (3, 3, 3), (2, 4, 4) ou (2,3,6). 


Problemas — Seção 3.1 


1. * Mostre que a definição usual de função composta de duas fun- 
ções de K em K, quando aplicada a polinômios f,g € K[X] de 
graus respectivamente m e n, produz um polinômio em KIX], 
de grau mn. Denotando tal polinômio também por fog, mostre 
ainda que a função polinomial associada ao mesmo coincide com 


a função composta fo q, onde f e q denotam, respectivamente, 
as funções polinomiais associadas a f e g. 


2. * Sejam a, b e r números racionais, onde r > 0 é tal que „yfr é 
irracional. Faça os seguintes itens: 


(a) Para k € N fixado, mostre que existem ay, by E€ Q tais que 
(a + byr)" = ap £ by”. 

(b) Se f e Q|X] \ {0}, prove que f(a + byr) = 0 & f(a — 
byr) = 0. 


3. Uma das raízes do polinômio Xº+aXº+X2º+bX -261- 2. 
Encontre as demais raízes, sabendo que a e b são ambos racionais. 


4. Sejam dados a,b € K, sendo a £ 0. Para f € K[X] \ {0}, prove 
que o resto da divisão de f por aX + b é igual a f (—2). 
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5. Existe um polinômio f € R[X], tal que f(senx) = cosx para 
todo real x? Justifique sua resposta. 


6. Seja a Æ kr um número complexo. Prove que o polinômio X2-+1 
divide o polinômio 


f(X) = (cosa + Xsen a)” — cos(na:) — sen(na) X. 
7. (Canadá.) Seja f um polinômio não nulo e de coeficientes intei- 


ros. Se f(0) e f(1) são ímpares, prove que f não possui raízes 
inteiras. 


8. (Canadá.) Prove que não existem x, y e z inteiros não nulos em 


PA, tais que 2º + yº = 2º. 


9. Mostre que, dado n € N, existe um único polinômio? f, tal que 
fn(2 cos 0) = 2 cos(n0), 
para todo 0 € R. Mostre ainda que: 
(a) f(X) = X, f(X)= X? — 1 e, para k > 1 inteiro, 
fr+2(X) = X f(X) — fi( X). 
(b) fn é mônico, de coeficientes inteiros e grau n. 
(c) falz ++) =z" + +, para todo z € C \ {0}. 
10. Encontre todos os a € Q para os quais cos(ar) € Q. 
11. (BMO.) Para m € Z, prove que o polinômio 
X* — 1994X° + (1993 + m)X? — 11X +m 


não possui duas raízes inteiras distintas. 


“Os polinômios f, de que trata este problema são conhecidos na literatura como 
os polinômios de Chebyshev, em homenagem ao matemático russo do século 
XIX Pafnuty L. Chebyshev. 
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14. 
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16. 


17. 
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(AIME.) Encontre todos os reais a e b tais que X? — X — 1 divide 
aX! +bX1 +1. 


(Moldávia.) Seja n > 4 um natural dado e p um polinômio 
mônico, de grau n e com n raízes inteiras distintas, uma das 
quais igual a 0. Calcule o número de raízes inteiras e distintas 
do polinômio p(p(X)). 


(Austria-Polônia.) Seja f(x) = az? + bx? + cx +d um polinômio 
de coeficientes inteiros e grau 3. Prove que não é possível achar 
quatro primos distintos pı, P2, p3 € p4 para os quais 


Co) = |f @2)| = |f (p3)| = |f (p4)| = 3. 


(Canadá.) Seja p(X) = X” + an-1X"7! + --- + a1 X -+ a um 
polinômio de coeficientes inteiros, e suponha que existam inteiros 
distintos a, b, c e d tais que p(a) = p(b) = p(c) = p(d) = 5. Prove 
que não existe inteiro m tal que p(m) = 8. 


Ache todos os valores k € N tais que o polinômio X? + X +1 
divide o polinômio X? +1 + (X + 1)*. 


Para o exemplo a seguir, lembre-se (cf. parágrafo anterior ao 
problema 1.4.11 de [13]) de que um multiconjunto é uma coleção 
(fas, da, .- 
com ((a1,a2,.. 


.,Gnyy de elementos não necessariamente distintos, 
+ Onyy = {{b1,b2,...,bm}} sem = n e cada 
elemento aparecer uma mesma quantidade de vezes em cada um 
deles. 


Sejam (l01;02,...,anyr e {{b1, b2, ...,bn}} dois multiconjuntos 
distintos, cada um dos quais formado por inteiros positivos. Se 


{{ai +a; 1<i<j<n}}={{b +b; 1<i<j<n}}, 


prove que n é uma potência de 2. 
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3.2 Raízes da unidade e contagem 


Nesta curta seção, paramos momentaneamente a apresentação da 
teoria geral de polinômios para ilustrar o papel das raízes da unidade 
como ferramenta de contagem. Uma vez que a aplicabilidade de ar- 
gumentos algébricos em Combinatória é muitíssimo mais ampla do 
que conseguiremos mostrar aqui, recomendamos ao leitor a excelente 
referência [55] para uma abordagem abrangente. 


Comecemos examinando, no exemplo a seguir, como utilizar nú- 
meros complexos como marcadores. 


Exemplo 3.20. Em um círculo há n > 1 lâmpadas igualmente espa- 
çadas. Inicialmente, exatamente uma delas está acesa. Uma operação 
permitida sobre o estado das lâmpadas é escolher um divisor positivo d 
den, tal que d < n, e mudar o estado de 5 lâmpadas igualmente espa- 
çadas, contanto que o estado inicial de todas elas seja o mesmo. Existe 
uma sequência de operações que deixe todas as n lâmpadas acesas? 


Prova. Não. Por contradição, suponha, sem perda de generalidade, 


que o círculo é o círculo unitário do plano complexo e que as lâmpa- 
2 

a 
Suponha ainda (também sem perda de generalidade) que a lâmpada 


das estão posicionadas nos pontos 1, w, ..., w”!, onde w = cis 
inicialmente acesa está posicionada em 1. 

Para k > 0, seja a; a soma dos números complexos associados às 
lâmpadas acesas imediatamente antes da (k + 1)-ésima operação, de 
sorte que ag = 1. Na (k + 1)-ésima operação, escolhemos lâmpadas 
posicionadas em 


para algum par (l, d) de inteiros tais que 0 < I< ded|n, comd<n. 
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Mas, uma vez que w” = 1, temos 


bia dpi ql 


wi — 1 


Qk+1 = 


= a E 


e segue que ay = 1, para todo k > 0. 


Por fim, se após m operações todas as lâmpadas resultassem acesas, É 


teríamos 
am = 1 +w +: +w” =0, 


o que é uma contradição. od 


Agora, dados m,n,p € N, consideremos a tarefa de construir um | 
retângulo m x n utilizando peças 1 x p. Contando quadradinhos 1x1, É 


obtemos uma condição necessária óbvia para que a construção pro- 
posta seja possível: p deve dividir mn. Por outro lado, é claro que, 
se p dividir m ou n, então tal construção é sempre possível: sendo, 
por exemplo, m = pk, com k € N, podemos montar nosso retângulo 
m x n justapondo k retângulos p x n, cada um dos quais construído 
empilhando n peças 1 x p. O fato interessante é que a recíproca da 
discussão acima é verdadeira, i.e., só será possível montar nosso re- 
tângulo se p dividir m ou n. Esse é o conteúdo do teorema a seguir, 


devido ao matemático americano David Klarnerř. 


Teorema 3.21 (Klarner). Sejam m,n,p naturais dados. Se puder- 
mos cobrir um tabuleiro m x n usando peças 1 x p, sem sobras ou 
superposições de peças, então p deve dividir m ou n. 


Prova. Suponha que possamos cobrir o tabuleiro como se pede e no- 
temos inicialmente que p < max{m, n}. Particione o tabuleiro em m 
linhas 1 xn e n colunas 1 xm, numerando as linhas de cima para baixo, 
de 1 a m, e as colunas da esquerda para a direita, de 1 a n (como em 


5Cf. [36]. Contudo, a demonstração apresentada difere da original. 
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mo aa a NO ds 4 = SE ao” 


“uma matriz m x n). Em seguida, escreva, na casa do tabuleiro situada 


2r 
. p l 
Calculemos, agora, a soma dos números escritos nas casas do tabu- 
leiro de duas maneiras distintas (eis aqui uma contagem dupla!). Por 


um lado, tal soma é claramente igual a 


à linha i e coluna j, o número complexo wt’, onde w = cis 


w (w — 1)(w™ — 1) 


2 ny 2 m 
wH Ha ww = 


, (3.4) 
onde utilizamos o lema 1.12 na igualdade acima; por outro, como esta- 
mos supondo ser possível cobrir o tabuleiro como pedido, os números 
escritos no mesmo podem ser agrupados em conjuntos de p números, 
correspondentes às p casas horizontais ou verticais cobertas por cada 
peça 1 x p utilizada. Tais conjuntos de p números dão origem a somas 
de um dos tipos 


wW TI p wit) 4... 4 t+) 


ou 
o Ti du TDP presat por) 


conforme a peça 1 x p seja respectivamente horizontal ou vertical. 
Novamente pelo lema 1.12 e pela primeira fórmula de de Moivre, cada 
uma de tais somas é igual 


"i 


WTI Hwt HaT) I . =0 


w-— 1 

e, portanto, a soma de todos os números escritos no tabuleiro deve 
também ser igual a 0. Então, segue de (3.4) que (w” — D(w” — 1) = 0 
ou, ainda, que 


. 2NT ` 2m7 
cis — = | ou cis =]; 
p p 
Por fim, é imediato, a partir de tais igualdades, que p divide n ou 
m. L 


ph 
peii 
1 
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O teorema a seguir traz uma ferramenta algébrica bastante útil em 
várias situações combinatórias, sendo conhecida como a fórmula de 
multiseção. 


Teorema 3.22. Para f e C|X| 1 {0}, denote por a, o coeficiente de 


DD as = (10) + Hu) ec + Hu?) (3.5) 
p|k 
Prova. Como f(X) = };>o0;X*, temos 
p—1 p—1 p-1 
flw") = ` ` au" = 3. ` au)" 
k=0 k=0 j>0 j>0 k=0 
e (3.6) 
=5 uJ o" 
120 k=0 


" Note agora que, se p | j, então wi! = 1 para todo k, de sorte que 
so wik = p. Por outro lado, se p 1 j, então o item (a) da proposição | 
6.3 de [14] garante que {0, j, 2j,..., (p — 1)j+ é um SCRÊ módulo p. 


Portanto, ainda nesse caso, temos 


p—i p—1 
wWP — 1 
X wI" = w" = — = 0, 
w-— I1 
k=0 k=0 
e (3.6) fornece 
p—1 p—1 
k\ — jk _ >) 
fw ) ug Aj W = api |p 
k=0 j20  k=0 1>0 
=p) Gn =P) ax 
1>0 plk 


“Recorde que um sistema completo de restos (abreviado SCR) módulo p é um 
conjunto (ao, 01,...,4p-1) de números inteiros tais que, a menos de uma permu- 
tação, tenhamos a; = j (mod p), para 0< j <p-—1. 


4 3 | k 
aa 
E 
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LI 


Exemplo 3.23 (Polônia). Para cada inteiro positivo n, calcule, em 
função de n, o valor da soma 


Solução. Seja 


TAPERS 


n ” ; 
a 
k=0 


Sendo w = cis ar, raiz cúbica da unidade, temos 1 + w + w? = 0 e 
segue, da fórmula de multiseção aplicada a f, que 


n 1 
D (E) = OOHO A) 
3|k 
1 
— 3 a a (wi + 1) 
1 n n n 
= z (27 + (wi) + (~w)") 
1 
= 3 (2” + (— 1)" (wW + w")) 
f Note agora que, se 3 | n, então w” = 1 e, daí, E T =2: se 
7 ] 34 n, então w” = w ou w?, de sorte que w” +w” = w? +w = -—1. 
É Portanto, | 


D (E) Lis care, a sta 
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Problemas — Seção 3.2 4. Seja n um natural dado e, para O < k < 2n, seja a, o coeficiente 


de X* na expansão de f(X) = (1+ X + X?7”. Calcule, em 


1. Prove a seguinte extensão do teorema de Klarner: dados números E 
função de n, o valor da soma 


naturais m, n, pe q tais que 1 < q < min{m,n, p}, podemos 
particionar um tabuleiro m x n x p usando peças 1 x q se, e só 


as + ag +Hag+ e. 
se, q dividir m, n ou p. 


5. * Generalize a fórmula de multiseção do seguinte modo: dados 
f € C[X] \ {0}, p primo ímpar e 0 < r < p — 1 inteiro, se w Æ 1 
é uma raiz p—ésima da unidade, então 


D n 
2. es > wD fui), 
ps 


k=r (mod p) 


2. Podemos generalizar ainda mais o teorema de Klarner como se- 
gue (veja [36]): dados mı, ...,mMn EN, seja 


Rev RO O E 


o conjunto das sequências (x1,...,%n) de inteiros positivos tais 
que 1 < x, < my, para 1 < k < n. Um bloco de dimen- 
sões (1,...,1,p) em A é um subconjunto de A formado por p 
sequências (£11, --,Zın); ---, (Tpl, ---, pn) satisfazendo a se- 


guinte condição: existe 1 < k < n tal que: 


onde a; denota o coeficiente de X* em f. 


6. Calcule, em função de n, o valor da soma 


E E a es id DU 
1 4 7 10) E 


Dizemos que o conjunto A pode ser particionado em blocos de | 3.3 O teorema fundamental da álgebr a 
tamanho (1,...,1,p) se A puder ser escrito como a união dis- q 
junta de blocos desse tipo. Prove que tal é possível se, e só se, p 


(a) £ıj = To) = ` = pj, para todo 1 < j < n, j # k. 


(b) (Tik, T2k, - - : , Zpk) é uma sequência de p inteiros consecuti- 
vos. 


Como caso particular do corolário 3.9, todo polinômio de coefici- 
entes complexos e grau n possui no máximo n raízes complexas. Por 


dividir um dos números Mı, ..., Mn. l 
| | outro lado, o polinômio f(X) = X’ —2 € Q[X] tem coeficientes racio- 
3: (Rússia.) Desejamos particionar o conjunto dos naturais de qua- : | nais mas não admite raízes racionais; da mesma forma, o polinômio 
tro algarismos em conjuntos de quatro números cada, de modo | g(X) = Xº+1 € R[X] tem coeficientes reais mas não admite raízes 
que a seguinte propriedade seja satisfeita: os quatro números de | | reais. Em ambos os casos, o fato de tais polinômios não admitirem 
cada conjunto têm os mesmos algarismos em três posições e, na q raízes em Q ou R se deve a deficiências de tais conjuntos numéricos, 
posição restante, seus algarismos são consecutivos (por exemplo, { no sentido de que, neles, não é possível realizarmos certas extrações 
uma possibilidade para os quatro números de um conjunto po- | de raízes. 
deria ser 1265, 1275, 1285 e 1295). Prove que não existe uma tal 3 Em sua tese de doutoramento, em 1799, o matemático alemão Carl 


partição. É F. Gauss mostrou, contrariamente aos casos examinados acima, que 


dba st 


| 
i 
í 
| 
a 
j 
| 
5 
| 
[o 
E: 
j 
| 
i 
| 
p 
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| 
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| 
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H 
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| 
po 
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Pa 
ig 
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todo polinômio sobre C admite raízes também em C. Esse é o conteúdo 4 | 
do teorema a seguir, conhecido na literatura como o teorema fun- , | 
damental da álgebra. A demonstração que apresentamos é devida 4 
a Jean-Baptiste le Rond d'Alembert, matemático francês do século É 


XVIII. 


Teorema 3.24 (Gauss). 
menos uma raiz complexa. 


Prova. Por comodidade de notação, escrevamos f(z) = anz” +---+ É 
a1z + ao para denotar a função polinomial associada a f; sem perda | ] 


de generalidade, podemos supor ao 0. 


dá 
É — An— ' a 
IF| = |z|” Jan + - pA Aur 
an-ı)  [an-2| [ao] 
> ll" (la | — lancal anal arde 
E |z| |z|? |z|” 


Portanto, para 


2 ıl 4/2 Z 


A/ 2n/ao| 
am) Ian] 


V [an| 


lam-t| k| 


temos pe < lnl , de sorte que 


n |an] [An | n 
FOLS ll (lanl - n) = Eljer. 


Nos Coma) E temos |an||z|” > 2nlao| e, daí, |f(2)| > | 


nlao| > laol. 
Em resumo, denotando por R o segundo membro de (3.7), concluí- 
mos que 


|z| > R = | f(2)] > laol = |f (0). 


E 
EXT 


Todo polinômio f € CIX]N C possui ao É 


Para z Æ 0, a desigualdade triangular para números complexos nos É 


(3.7) | 
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Agora, na seção 9.2 mostraremos (veja o corolário 9.20) que existe 
z € C tal que [zo <Re 


|f (z)| = min{|f(2)]; z € C, |z| < R}. 
Portanto, segue do que fizemos acima que 


[F (20)| = min{|f(2)|; z e C}. 


Por contradição, suponha que f(zo) Æ 0 e mostremos que existe 
h € C tal que |f(zo+h)| < |f(z0)|. Para tanto, comecemos observando 
que é imediato que existem co,Cc1,...,Cn E C, independentes de h e 


tais que 


f(zo +h) =ao+a(Zo+h)+---+an(zo +A)” 
= Co + Gh +--+ erh"; 


ademais, co = f (z0) Æ 0 e Cn = an # O. Tome o menor 1 < k < n, tal. 
que ck £ 0. Então, fazendo d; = = para 0 < j < n, temos 


|f (z0 + h)| 


|f (zo)| = |1 + dh" + denhtt + 


+ dn h” | 


< |1 + dkh"| + [dry h" t" +-+ + dah”! 
d 
me i 
a 


Sea 


= |1 + deh*| + |dyh*| E e 


Agora, estimativas análogas às que fizemos com o auxílio de (3.7), nos 


permitem escolher r > 0 tal que |h| < r => kti h ++ da hr < >. 
k k 


Então, 


|f (z0 + A)| 
|f (20) 


Seja de = scisa e faça h = 


| 1 


rcis0. A primeira fórmula de de 
Moivre nos dá 


|f (zo + A)| 
|f (20)| 


1 
< |1 + sr" cis (a + k0)| + 587") 
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portano escolhendo O € R de modo que a + k0 = 7 (i.e., tomando | l 


0 = =), obtemos 


|f (zo + h)| 
|f (z0) 


| 1 
< |1 + sr" cisr| + ~ 
kja Lonk 
= |1 — sr"| + 557 


1 
= 1— -ssrf <1 
zS" , 


sempre que sr! < 1, ie, 0< r< A. Com um tal r (e, logicamente, 


com o h correspondente), temos |f(zo + h)| < |f(20)|. m 


Uma consequência imediata do teorema fundamental da ERUN é 


dada pelo corolário a seguir. 


Corolário 3.25. Se f(X) =X" +- --+aıX + ao é um polinômio 
de coeficientes complexos e grau n > 1, então existem n números 


complexos 21,...,2n tais que 


f(X) = an(X — 21)... (X — zn). (3.8) 
A expressão acima é a forma fatorada do polinômio f. 


Prova. Façamos a prova por indução sobre o grau n de f, sendo o 
caso n = 1 imediato. Suponha, pois, n > 1 e o corolário válido para 
todo polinômio de coeficientes complexos e grau n — 1. 

Se 21 € C é uma raiz de f, o teste da raiz garante a existência de 
um polinômio g, também de coeficientes complexos, tal que f(X) = 
(X — x)g(X). Note que g tem grau n — 1 e coeficiente líder ap; 


portanto, por hipótese de indução existem 29,...,2n E€ C tais que 
g(X) = an(X — z2)... (X — za). Logo, F(X) = (X — a)g(X) = 
an(X — z1)(X — 22)... (X — zn) e nada mais há a fazer. Ej 


Uma variante do corolário acima é dada pelo resultado a seguir. 


EE] 
RE ) 


PRO 
fts SIER 
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Corolário 3.26. Se f(X) = an X” + 
de coeficientes complexos e grau n > 1, então, dado aœ E C, existem 


-+ a1 X + ao é um polinômio 


%,.--, 2n E C tais que f(zk) = a, paral <k <n. 


Prova. Aplique o corolário anterior ao polinômio g(X) = f(X) — 
E 
a. 


Voltando ao caso geral, seja f(X) = an X” +-:-:+aıX + a um 
polinômio não nulo com coeficientes em K. Se existirem elementos 
Q1,- --;@n E K para os quais 


f(X) = an(X — o)... (X — an), 


também diremos que tal expressão é a forma fatorada de f sobre K. 

Uma vez que alguns dos «;'s podem aparecer repetidos, se consi- 
derarmos apenas os a; distintos concluímos, após uma possível ree- 
numeração dos mesmos, que existem 1 < m < ne ky,...,km inteiros . 
positivos tals que 


F(X) = anl X - a1)" ... (X — am)”, 
com kı +--+ km = N e &,..., am elementos dois a dois distintos de 
K. 
Exemplo 3.27. Dado n > 1 um natural, faça os seguintes itens: 


(a) Obtenha a forma fatorada do polinômio f(X) = Xt + X"? + 
+X +1. 


(b) Se A12... An é um polígono regular de n lados inscrito num 
círculo de raio 1, calcule o valor do produto AAs - A143: 


Ar An. 


Solução. 
(a) Uma vez que 


(X= 1)f(X)= (X -1X1 + X"? +.. + X4AD=X"-1, 


14 
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as raízes complexas de f são precisamente as raízes n—ésimas da uni- 


dade 


nos tg? 


distintas de 1. Por (1.18), tais raízes são os números complexos 


o, WT}, onde w = cis, Logo, a forma fatorada de f é 


F(X) = (XX = w?) ... (X = w”). 


(b) Suponha, sem perda de generalidade, que o círculo de raio 1 que 
circunscreve o polígono AA»... An é o círculo unitário centrado na. 


origem do plano complexo e que 4 = 1 e A = w, onde w = cis 27 


n . 


Então, A; = w'”! para 1 < j < n, de sorte que 


1. 


A149 £ A, Às Sanaa A AjA, = |1 — wl|l — w?| E — ro] 
= |(1 — w)(1 — w°)... (1 — wo! 


Problemas — Seção 3.3 


Prove que a fórmula que dá as raízes de uma equação do segundo 
grau ainda é válida para calcular as raízes complexas de aX? + 
bX +c, com a,b,c E€ C, sendo a Æ 0. 


* Se f € RX] \ {0} ez e C\R, prove que f(z) = 0 & 
f(z) = 0. Conclua, a partir daí, que todo polinômio não nulo 
de coeficientes reais possui um número par de raízes complexas 
não reais. 


Dê um exemplo para mostrar que o resultado do problema an- 
terior não é mais válido caso f tenha coeficientes não reais. 


4. 


10. 
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* Prove que todo polinômio de coeficientes reais e grau ímpar 
tem um número ímpar de raízes reais. Em particular, um tal 
polinômio sempre tem pelo menos uma raiz real. 


* Sejam f € Q|X] um polinômio de grau n e a O uma raiz 
complexa de f. Dado m € Z, prove que existem bo, b1,...,bn-1 E 
Q tais que 


o” = bo + bia +-+ + bnt. (3.9) 


. Seja f(X) = an X” + an-1X"7! + -- -+ a1 X + ao um polinômio 


de coeficientes complexos e grau n > 1. Se z € C é uma raiz de 


A 
z| < max (1,0, 
[an| 


onde A = max{ laol, |m|,..., |an-1l). 


f, prove que 


* Seja f(X) = an X” +an-1 X"! +- --+a1X +a um polinômio 
de coeficientes inteiros tal que a, > 1, e k > 2 um inteiro tal que 
a;| < k, para 0 < i< n. Se z é uma raiz complexa de f, prove 
que Re(z) < 1+ £. 


Um polinômio f sobre C da forma f(X) = aX*+4+ bX’ + cX? + 
bX +a, com a Æ 0, é denominado recíproco de quarto grau. 
Calcule suas raízes e, em seguida, formule e resolva o problema 
análogo para polinômios de grau seis. 


k 


(Canadá.) Seja f um polinômio de grau n, tal que f(k) = ij, 


para todo inteiro O < k < n. Calcule f(n + 1). 


Suponha que as raízes complexas do polinômio Xº+pX2+qX+ 
r sejam todas reais e positivas. Mostre que tais raízes são os 


comprimentos dos lados de um triângulo se, e só se, p? — 4pq + 
Sr > 0. 
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11. Para n > 2 inteiro, prove que 


T 2r 3r (n — 1)r n 
sen — sen — sen — ... sen ——— = l 
n n n | n Qn—1 


3 

E 

HP ba 
hs 
ii 
do 
Major 
A 
1 ps 
iii 
já 
Pi 


12. Dado um inteiro positivo m, prove que: 


dam (m—ljn _ vm 
(a) sen < sen 5%... sen E e. 


T 27 mr o vV2m+4l 
(Dj Ben Senda VE. 


, E | 13. (Romênia.) Encontre todos os polinômios não constantes p, de 
oa coeficientes reais e tais que p(X?) = p(X )p(X — 1). 


| | 3.4 Raízes múltiplas 


(ER RANA o a | 
A Seja f um polinômio de coeficientes complexos. No que segue, 


o se z não for raiz de f. Queremos, nesta seção, encontrar um critério 
| ERR que nos permita decidir se z é ou não raiz múltipla de f e, caso o 
seja, calcular sua multiplicidade. Para tanto, precisamos da definição 


a seguir. 


| Ni Definição 3.28. Para um polinômio f(X) = an X” +- --+a1X +a € 
EEE C[X], definimos a derivada f'€ C[X] de f como o polinômio 


Tenna Enem ont a Ti 


se Of >Q. Senai: definimos f' = 0. 


A regra para a obtenção da derivada de um polinômio é bastante 
simples: a derivada de um polinômio constante é o polinômio iden- 
ticamente nulo; a derivada de um polinômio de grau n > 1 é obtida 
apagando seu termo constante e efetuando, para 1 < k < n, a troca 


a de monômios 
o aX" > kap xt, 


ea convencionamos dizer que z € C é raiz de multiplicidade zero de f E 
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ni set 


A proposição a seguir lista as principais propriedades básicas de 


derivadas de polinômios. 


sfreCIX] ea,...,a; E C, temos: 


Proposição 3.29. Para fi,.. 
(a) (Dê: af) E = ai fi. 
o o ae e 


Prova. 
(a) Imediato, por indução sobre k > 1. (Observe que os casos iniciais 


são k = 1 e k= 2.) 
(b) Considere, primeiro, dois polinômios f e g dados por 
f(X) =n X” +: +X +a e g(X)=bmX" ++ bX + bo. 


Omitindo X quando conveniente, segue de (a) que 


/ 


n / n n 
(FY =| (X auX |g| =(D Xg] =X (a;X'g). 
j=0 j=0 j=0 
Por outro lado, 
m á m í m 
(a; XI g} = a;X? ` b,X* = ` ajbi XIT = > (ajbi Xit y 

i=0 i=0 i=0 

— > + i)a;b; XI! 

i=0 

=> jab Xt 4 X ia 

© i=0 i=0 

= jaj XIN bX + aj XI Y ibi X 

1=0 1=1 


= (a; X’ })'g + (aj X?)g'. 
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Portanto, voltando à expressão anterior para (fg)', obtemos 


n 


(f9) = X [aX g + a;X'g" 


j=0 


= (Ze) g+ [> ax’) g' 


= © ax’) g+ fg 


j=0 


= f'g + fg', 


fim, a extensão para k polinômios fı,..., fẹ é imediata por indução. 


Corolário 3.30. Dados g e C|X] e n € N, se f(X) = g(X)”, então : | 
F'(X) = ng(X)!g'(X). Em particular, se f(X) = (X — a)”, então E | 


F(X) = m(X — aro. 


Prova. Fazendo k = n e fı = --- = fn = g no item (b) da proposição $ 


anterior, obtemos 


O caso particular segue daí, pondo g(X) = X — a. E 


A proposição a seguir vincula a multiplicidade de uma raiz de um - | 


polinômio às derivadas do mesmo. 


Proposição 3.31. Seja f um polinômio não nulo de coeficientes com- 
plexos e z um complexo dado. 


(a) Se z for raiz de multiplicidade m > 1 de f, então z é raiz de 
multiplicidade m — 1 de f. 


onde utilizamos novamente o item (a) na penúltima igualdade. Por $ 
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(b) Se z for raiz de f e for raiz de multiplicidade m — 1 de f', então 
z é raiz de multiplicidade m de f. 


Prova. 
(a) Seja F(X) = (X — z)”g(X), com g(z) # 0. O item (b) da propo- 
sição anterior e seu corolário nos dão 

F'(X) =m(X — 2)" g(X) + (X — 2)”g'(X) 

= (X — z)" [mg(X) + (X — z)g'(X)]. 

Portanto, sendo h(X) = mg(X)+(X —z)g (X), temos h(z) = mg(z) Æ 
0 e F'(X) = (X — 27 In(X). Pela definição, segue que z é raiz de 
multiplicidade m — 1 de f”. 


(b) Seja f(X) = (X — z)*g(X), com g(z) #0 e k > 1. Pelo item (a), a 
multiplicidade de a como raiz de f’ é k—1, de modo que k—1 = m—1 
e, daí, k = m. Es 


Corolário 3.32. Se z e C e fe C|X]| 1 10), então z é raiz múltipla 
de f se, e só se, f(z) = f'(2) = 0. 


Prova. Imediata, a partir da proposição anterior. E 


Exemplo 3.33. Prove que, para todo inteiro positivo n, o polinômio 


não tem raízes múltiplas. 


Prova. Seja f(X) = 1+X+% + : +, e suponha que f tem uma 
raiz múltipla z. Então, pelo corolário anterior, temos f(z) = f'(z) = 0. 


Agora, uma vez que f(X) = f'(X) + %Ž, seguiria daí que 


n! ? 


i.e., z = 0. Mas, como f (0) = 1 Æ 0, chegamos a uma contradição. O 


80 Raízes de Polinômio 


A fim de refinar o corolário anterior precisamos, inicialmente, ge- 
neralizar a definição 3.28. 


Definição 3.34. Para f e C|X]\ {0}, definimos a k—ésima derivada 1 


de f, denotada f™®, por 


a 
Je Ee | ( par 


Segue da definição acima que fH = (Oy = f'; daí, f”? = 


se k=0 
se k>1 


foy = (f'y), de sorte que denotamos fo = f". Analogamente, É 


sempre que conveniente, denotamos f) = f", etc. 


Se ðf =ne0 < k < n, então uma fácil indução garante que | 
af) < n-— k; em particular, Of) = 0 e, daí, [MD = ft) =...= f 


0. 


Corolário 3.35. Se z € C e f e C[X] \ {0}, então z é raiz de É 


multiplicidade m > 1 de f se, e só se, 


f(e) = = Je) = e fM(z)£0. 


Prova. Suponha, primeiro, que z seja raiz de multiplicidade m de f. f 
Repetidas aplicações do item (a) da proposição 3.31 nos dão, por um : l 


lado, 
aE PHa = () 


e, por outro, que z é raiz de multiplicidade zero de T. i.e., que , | 


F(z) #0. 


Reciprocamente, suponha a condição do enunciado satisfeita e se- - | 
jam k € N e g € C[X] tais que f(X) = (X — 2)*g(X), com g(2) #0. f 
Novamente pelo item (a) da proposição 3.31, para 0 < j < k temos 


que z é raiz de multiplicidade k — j de f 0). Em particular, 


Fe) == ED) =0 e [2 0. 


E 
TER 
A k 
pa i 
i 
E 
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Agora 


TO ses 0 kem 


IM) LO>Dk>m. 
E 


Nosso propósito, no restante desta seção, é mostrar que, se f € 
C[X] \ {0} tem grau n e z € C, então f é totalmente determinado 
pelos valores f (k) (x), para O < k < n. Antes, contudo, precisamos de 
mais duas consequências da proposição 3.31. 


Corolário 3.36. Seja fe C[X] tal que f =0 ouðf <n. SezeC 
é tal que f(z) =- -- = f™(z) = 0, então f =0. 


Prova. Se f Æ 0, o corolário anterior garante que z é raiz de multi- 
plicidade pelo menos n+ 1 de f. Mas, como ðf < n, chegamos a uma 
contradição. go 


Corolário 3.37. Sejam f,g e CIX] \ {0}, com ðf, ðg < n. Se existe 
z € C tal que 


então f = q. 


Prova. Basta aplicar o corolário anterior a f — g, notando (a partir 
da definição 3.34 e por indução sobre k > 1) que 


(F — AX) = P(X) — g(X). 
E 


O resultado a seguir é conhecido como a fórmula de Taylor para 
polinômios, sendo uma consequência imediata do corolário acima. 
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Teorema 3.38. Se z € C e fe CIX] \ {0} tem grau n, então 


D(z n 
Motos E da TON Ta x-a. (3.10 
Prova. Defina 
“(2 n) (z 
qo = 104 -gr + DB d 


Como f + 0, segue do corolário 3.36 que ao menos um dentre os | 
números f(z), f'(2), ..., f™ (z) é não nulo; portanto, g 0. Por 1 


outro lado, é imediato verificar que, para O < k < n, temos , I 


(0) (2 
g™(X) = 5 É a (o E 


e, daí, que 


Hz) = 9(2), F' (2) = g'(2), ..., FO) = g0 (2). 


Mas, como f e g têm graus menores ou iguais a n, segue do corolário 
anterior que f =g. o | | 


Exemplo 3.39. Seja f E R|X 40) ea E€ R tal que f(a) = 


e f(a ) > 0, para todo k > 1. Prove que f não possui raízes no. 


intervalo (a, +00). 


Prova. Pela fórmula de Taylor, temos 
/ 

a 

00) = + 


onde n = Of. Mas, como f + 0, ao menos uma das derivadas f(*(a), 


(X —a)+--+ 


para 1 < k < n, é positiva. Assim, sendo x > a um número reale f 


fP (a) > 0, temos 


io =" Dog + + ay 
Dt (X-a >0 
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"Problemas — Seção 3.4 


| Ache todos os valores inteiros de a para os quais o polinômio 


f(X) = X? — aX? + 5X — 2 possui raízes múltiplas. 


. * Generalize parcialmente o item (a) da proposição 3.31, mos- 


trando que, se f,g € C|X] são tais que g(X)? | f(X), então 


g(X) | F(X). 


| ¥ Para 21,..., Zn E€ C, seja f(X) = (X — 21)... (X — zn). Prove 
que, para z € CN {21,..., Zn}, temos 
f(z) ma 
f(z) j=1 2— % 


. * Generalize o problema anterior provando que, se fi,..., fk E. 


CIX], f = fı -.. fk e z E C não é raiz de f, então 


PO REO, HU) 
o ho Cn 


. (Estados Unidos.) Para cada conjunto não vazio e finito S de 


números reais, sejam o(S) e 7(5), respectivamente, a soma e o 
produto de seus elementos. Prove que 


o A ntm- (143+) (n + 1). 


SC In r( 


. Prove o seguinte teorema de Gauss: se f(X ) = nX” ++ 


a X + ao é um polinômio de grau maior que 1 e coeficientes com- 
plexos, então as raízes de f’ estão contidas no menor polígono 
convexo (possivelmente degenerado) do plano complexo que tem 
as raízes de f como vértices. 
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7. * Se f é um polinômio de coeficientes inteiros e grau n e a E Z, 


G) | 
prove que au € Z, para0 < j <n. 


8. Seja f um polinômio de coeficientes inteiros e p um primo que 
não divide seu coeficiente líder. Se m é um natural tal que 


CAPÍTULO 4 


f(m) =0(modp) e f(m) É 0 (modp), 
prave que, para todo k € N, existe mą € N tal que 


f(my) = 0 (mod pë). 


Relações entre Coeficientes e Raízes 


Nosso propósito neste capítulo é formalizar e provar algumas rela- 
ções importantes entre as raízes de um polinômio em uma indetermi- 
nada, resultados estes denominados genericamente de relações entre 
coeficientes e raízes de um polinômio. Também, discutimos um im- 
portante teorema de Newton sobre polinômios simétricos, o qual se 
revelará de importância central para a discussão do capítulo 8. 

Para o que segue, lembre-se de que K denota Q, R ou C. 


4.1 Polinômios em várias indeterminadas 


Fixado n € N, um polinômio f a n indeterminadas sobre K é 
uma soma de monômios do tipo 


ii i 
Ai e.. P 


89 
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onde i.i, E Ke %ú,...,im variam em Z,, sendo a; ..;, = O para 
quases todas (i.e., para todas, exceto um número finito de) sequências 


(i1, ..., in) de inteiros não negativos. Nesse caso, escrevemos 


Pata Du soh E 
it, ein DO 
O grau de um polinômio f como acima é o maior valor possível para 
a soma iy +--+ im, tal que a; ..i, Æ 0. 
Denotamos por K[X1,..., Xn] o conjunto dos polinômios a n inde- 
terminadas sobre K. Sobre tal conjunto definimos, de maneira óbvia, 
operações | 


KeK X iess K] x KDG,...,Xn] > KA recA 


D. O E E e, E E E | 


respectivamente denominadas adição e multiplicação, as quais se 
reduzem às operações de adição e multiplicação sobre K|X]| quando 
n = 1 e continuam gozando das mesmas propriedades dessas opera- 
ções. Por exemplo, se f(X1, X2) = X? + XX, + X? e g(Xı, X2) = 
X? — V2Xı X3, então 


f(Xı, X2) + 9(X1, X2) = X? + (1 - V2) XX2 + X} + X? 


H(X1, Xo) (Xi, X2) = XÍ — V2X7Xo + XÍ Xə — V2X7X5 
EIX? e DO. 


Dado f € K[X,,..., Xn], podemos considerar f como um polinômio 
em X;, com coeficientes em K[X1,..., X;,..., Xn], onde usamos o cir- 
cunflexo A sobre X; para indicar que todas as indeterminadas, menos 


X;, estão presentes. Por exemplo, seja 


(Xi, X2, X3) = XXX — X? — 5X1 Xo + 10X, X3 X2, 


Err 


dali rd 
é 
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um polinômio em K|X1, X2, X3]; escrevendo 


f(Xi, X2, X3) = Xİ X? - X$ + 10X, XP - X? — (X? + 5X1 Xə), 


consideramos f como um polinômio em X3, cujos coeficientes estão 
em K[X, Xə]. 
Se f, g € KIX, ..., Xn] são dados por 


JO Roed D an nA 
l1, in 20 
e 
(XX X)= DD, p XP.. Xi, 


it,..sin DO 


dizemos que f e g são iguais quando a; ..; = bi..i,, para todas as 


escolhas possíveis de índices à1,...,im E Z}. 
Fixados 74, £2.. . , £n E K, definimos o elemento f(x1,%2,...,%n) E 
K por 
E e X o RR is SR 
ll;-sin 


À proposição a seguir nos dá uma relação entre tais elementos de K e 
a noção de igualdade de polinômios em várias indeterminadas. 


Proposição 4.1. Sejam f,g € K|X,,...,X|. Se Ay,...,4, C K 
são conjuntos infinitos, então 
f=q e Modas) = Dada), 
para todos xı E Ai, £2 E ÀS, ..., Zn E Án. 
Prova. Se f = g, é claro que f(x1, £2,..., En) = g(T1, T2, ..., En), 


para todos £1, %2,.. 

st ba E Ai 
Reciprocamente, suponhamos que esta última condição seja satis- 

feita e provemos que f = g usando indução sobre o número n de 


.,Zn E Ke, em particular, para zı E€ A1, £2 E€ 45, 
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indeterminadas. Já temos a validade da proposição para n = 1, pelo E 
corolário 3.10. Por hipótese de indução, suponha o resultado válido : 


para polinômios em n — 1 indeterminadas e escreva 


) 


[O S a | 


PIECE 6 Re 6 ED EC RAP 


com fi 9; E K[X5,..., Xn] para todos0<i<m,0<3<p. 


Fixados £2 € Ap,..., Zn E An, temos por hipótese de indução que | 


f (£1, T2, EE Ea) = g(£1, £2, ... a: 


para todo xı € 41, i.e., que 


P 


m 
N filaa, PE OE > gj(22, E En), 
j=0 


j=0 


para todo zı € Ai. Como o conjunto A; é infinito, aplicando o coro- . i 


lário 3.10 aos polinômios 


f(X1, £2, Dei a) = > tias, HEA £n) X? 
=0 


oP 
g(Xı, TD, 0. Za) = N gj(22, TE Ba Xi: 
, = 


concluímos que m = p e 
fi(xo,.. , En) = (Mo, -- asia) (4.2) 


para 0 < j < m. Mas, como os elementos 72 E Ao,..., Zn E An fixados 


foram escolhidos arbitrariamente, concluímos que (4.2) é válida para 
todos £z E€ A9,...,Zn E An. Portanto, pela hipótese de indução segue À 
que f; = gj para 0 < J < m, e (4.1) garante que f =g. Ot 
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“Observação 4.2. Doravante, ao lidarmos com polinômios f em duas 
indeterminadas, escreveremos em geral f(X,Y) em vez de f(X1, X2). 
Uma notação análoga será usada para polinômios f em três indeter- 
minadas: escreveremos f(X,Y,Z) em vez de f(X1, X2, X3). 


Exemplo 4.3. Escreva o polinômio (X +Y + Z)’ — (X? + Y? + 2º) 
como produto de polinômios de grau 1. 


Solução. Fixe y,z € R*, com y Æ z, e considere o polinômio em X 
g(X) = f(X, y, z) = (X +y + 2} — X? — (y? + 2°). 

Uma vez que 
Tenya = atu =A y aE, 


temos pelo teste da raiz que o polinômio f(X,y,z) (em X) é divisível 
por X — (9) = X +y. Analogamente, f é divisível por X +z e, como 
ðg = 2, o item (c) da proposição 3.3 garante que 


HA yz)=ad(X +y(X+ 2), 
sendo a € R a determinar. Avaliando a igualdade acima em 0, obtemos 
ayz = f(0,y, z) = (y +2) — (y? + 2º) = 3yz(y + 2), 
de forma que a = 3(y + z). Logo, 
F(X, y, z) = 3y + 2 (X + y(X + 2) 


e, daí, f(x,y,z) = 3(y+2z)(x+y)(x+2), para todos z € R e y, z € R*, 
com y + z. Pela proposição 4.1, segue então que 


F(X,Y, Z) =3(Y + ZX +Y)\(X + Z). 
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Problemas — Seção 4.1 


1. * Se f € K[X,,..., Xn] é não nulo, prove que existem conjuntos 


infinitos 41,...,4n C K tais que f(£1,..., £n) Æ 0, para todos i 


zı E€ Áj, ..., En E Án. 


2. Faça os seguintes itens: 


(a) Prove que o polinômio (X — Y) + (Y —- Z+ (Z- X) é. : | 


divisível pelo polinômio (X —Y)(Y — Z)(Z — X). 
(b) Fatore o polinômio (X —-YP+(Y — Z) + (Z - X”. 


3. Fatore o polinômio (X +Y + Z)º — Xº — Yº — Zº como produto. , | 


de três polinômios de grau 1 e um polinômio de grau 2. 


4.2 Polinômios simétricos 
“O objeto de estudo dessa seção é isolado na definição a seguir. 
Definição 4.4. Um polinômio f € K[X1,..., Xn] é simétrico quando 
(Xi, Xo,..., Xn) = f (Xo); Xol) ---» Xo(m)); 


para toda permutação o de Ín. 


Para entender melhor a definição acima, considere os polinômios . 


f,g € K[X, Y], dados por 
F(X,Y) =X? +Y?’ -XY +X+Y e g(X,Y)= X” +Y’ AX 
O pineto é simétrico mas o segundo não, uma vez que 
F(Y, X) =Y? +X’ -YX+Y +X=f(X,Y), 


mas 


gY, X) =Y? + X’? -Y #g(X,Y). 


4.2 Polinômios simétricos A 


Um certo conjunto de polinômios simétricos, ditos elementares, 
merece especial atenção. Explicitamos tais polinômios na definição a 
seguir. 


Definição 4.5. Para 0 < j < n, o j-ésimo polinômio simétrico 
elementar em X1,..., Xn, denotado sj = s;(X1,..., Xn), é definido 
como 


A sej=0 


SA hesg Aa = | 
Dna ai Xa erp seljan 


No caso n = 3, por exemplo, temos 
So = 1, s= X +Y +Z, S2 = XY +YZ + XZ, S3 = XYZ. 


Para um natural n qualquer, não é difícil provar que s; é de fato 
simétrico. Por outro lado, a importância dos polinômios simétricos 
elementares reside na proposição a seguir, sendo as relações (4.3) co- 
nhecidas como as relações de Girard! entre coeficientes e raízes de 
um polinômio. 


Proposição 4.6. Se f(X) = aX”"+--.+aX +a € K[X] \ K 
se fatora completamente sobre K, com raízes ay,...,Qn, então, para 
Í <j <n, temos 


nei 
s;(ag, ses Qn) = Rir (4.3) 
Prova. Por simplicidade de notação, denote s;(01,..., an) simples- 


mente por s;(a;). Escrevendo f(X) = an(X -ay)(X —a2) ... (X —an) 
e expandindo os parênteses, obtemos 


F(X) = an X” — ansi (ai) X"! + ansala)X" 2 —...+ an(— 1)" sa(a;). 


Igualando os coeficientes correspondentes nessa expressão para f e 
naquela do enunciado, obtemos o resultado desejado. E 


l Após Albert Girard, matemático francês do século XVII. 
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A fim de ilustrar o que a proposição acima diz e o que ela não 


diz, considere as raízes complexas a, 5 e y do polinômio f(X) = 
X’ — 2X? + 1. Pelas relações de Girard, temos 


a+5+7=2, abtay+8By=0 e aby=-1. 


Porém, vale observar que tais relações não trazem informação sufici- 
ente para calcularmos a, 5 e y; de fato, ao tentarmos resolver o sistema, 
formado pelas igualdades acima, recaímos nas equações polinomiais 


f(a) =0, f(6) = 0 e f(y) = 0. Senão, vejamos: multiplicando ambos 
os membros da segunda relação por a, obtemos 


a (B +7) + aßy = 0; 
substituindo nessa igualdade +y por 2 — a e aßy por —1, segue que 
o(2-0)-1=0. 


Nas notações da proposição acima, nos referimos a s;(a1,...,Qn) € 
K como a j—ésima soma simétrica elementar das raízes de f. Sem- 
pre que Q1,...,@n estiverem subentendidos e não houver perigo de 
confusão com o polinômio simétrico elementar s; = s;(X1,..., Xn), 
denotaremos a soma simétrica elementar s;(a1,...,0,) simplesmente 
por sj. 

Apresentamos, a seguir, uma série de exemplos que ilustram a va- 
riedade de situações em que podemos empregar as relações de Girard. 


Exemplo 4.7. Seja f(X) =X" ta, 1X" t+an-2 X"? +- - -+01 X +00 
um polinômio de coeficientes reais, tal que a2_; < 2an—2. Prove que f 
tem ao menos duas raízes complexas não reais. 

Prova. Por contradição, suponha que a? , < 2a,» mas ao menos 
n — 1 dentre as raízes complexas de f sejam reais. Como f tem 
coeficientes reais, o resultado do problema 2, página 74, garante que 
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todas as raízes complexas de f são reais. Mas, se 01,...,Qn E R são 


tais raízes, as relações de Girard fornecem 


n 
\ m=-an € X idj = ana. 
1=1 


i<j 


A partir daí, temos 


n n E 
2 
` a = X Qi; — 2 X MU; = ün—-1 ` 20n-2 < 0, 


i<j 
o que nos fornece a contradição desejada. O 


Exemplo 4.8. Sejam a, b e c números reais não nulos, tais que a + 
b+c=0. Prove que 

a +05 + œ rr [+P +H 

= nN a a a 
Prova. Se f(X) = (X-a)(X—b)(X—c), então a condição a+b+c = O 
garante que f(X) = X3+sX—t, onde s = ab+ac+bc e t = abc. Mas, 
como f(a) = 0, temos a? = —sa + t e, analogamente, b = —sb +t 
ec = —sc + t. Somando membro a membro essas três igualdades e 
usando novamente a condição a + b + c = 0, obtemos 


triro=-sa+t+b+co+3 = 3t. 


Para manipular adequadamente a soma a + bř + cœ, comece multipli- 
cando ambos os membros das igualdades af = —sa +t, b’ = —sb + t e 
c = —sc+t respectivamente por a?, b? e c?; em seguida, some membro 
a membro os resultados para obter 


a% + b5 + œ = —s(a? ++ c’) + tla +b’ + e). 


Substituindo, na igualdade acima, a expressão para aè +b? + ê obtida 
no parágrafo anterior e observando que 


a + +e = (a +b++ce)? — 2(ab+ac+bc) = —2s, 


Nei de cid 
h Ia dot 
na ad 


AE 


, | Ut adro i 
7 mal fik 
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chegamos à igualdade 
Do qu ADIA 
a? +D +e = —s - 3t + t(—2s) = —5st. 
A igualdade do enunciado é, agora, óbvia. E 


Exemplo 4.9. As raízes do polinômio f(X) = X? — 7X? + 14X — 6 
são os comprimentos dos lados de um triângulo. Calcule a área do 
mesmo. 


Solução. Sejam a, be c as raízes de f e A a área do triângulo tendo 
tais raízes por lados. A fórmula de Herão para a área de triângulos 
(proposição 7.30 de [11]) nos dá 


A’ = p(p — a)(p — b)(p — ©), 


onde p é o semi-perímetro do triângulo. Por outro lado, pelas relações $ 


de Girard, temos 


1 1 7 
p= o(a + b +c) = sia, be) = z’ 


e) G=) G- 


Usando agora a forma fatorada de f, temos 


de maneira que 


F(X) = (X -a)(X -b(X — c) = X? — 7X? + 14X — 6 


42 Polinômios simétricos č  ăćž o ãăŽž o oãă o o O% 
Logo, 
| 7 cá: RD 
AS aa Sua DE Ee O a E ça 
2 (5) 2 8 16 
de sorte que A = am E 


Exemplo 4.10 (Romênia). Sejam a, b, c e d números reais tais que 


a 4—-vV5-—-a, b=144v5-—, 


c=V4-vôi+tced=V4+v5+d. 


Calcule os possíveis valores do produto abcd. 


Solução. Veja que a? = 4— y5 — a, de sorte que (a? — 4)? = 5-a ou, 
ainda, a*— 8a? +a+11 = 0. Analogamente, obtemos bt —8b2 +b+11 = 
0, de maneira que a e b são raízes do polinômio 


HX)=X*-8Xº4+X+11. 


Do mesmo modo, concluímos que c e d são raízes do polinômio X“ — 
8X? — X + 11 e segue, daí, que —c e —d também são raízes de f. 

Portanto, a, b, —c e —d são todos raízes de f e, se soubermos que 
tais raízes são duas a duas distintas, concluiremos que elas são todas 
as raízes do polinômio f: daí, as relações de Girard nos darão 


abcd = ab(—c)(—d) = 11. 


Para o que falta, se tivéssemos, por exemplo, a = b, teríamos 


4-V5-a = V44+v5-a e, assim, a = 5. Mas, como 5 # 
V4-— 3/5 — 5, temos a Æ b. Analogamente, provamos que c Æ d; 
por fim, como —c, —d < 0 < a,b, nada mais há a fazer. O 
Exemplo 4.11 (Romênia). Se £1, L2,..., Zn São reais positivos tais 


que T12... En = 1, prove que 


n 


l 
De tao 


j=1 
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Prova. Seja p(X) = (X + z1)... (X + zn). Pelo problema 3, página de modo que basta mostrarmos que 
83, temos f da | 
1 A J o (1) G-ja ils (np, 
plo) Sa | j=l 
| Afirmamos que tal desigualdade é, de fato, uma igualdade. De 
para x Æ —11,...,—%n. Portanto, queremos mostrar que 
fato, a igualdade 
p'(n — 1) | n 
p(n— 1) ` X"=(X-141) (ex) 
k=0 
Para o que falta, para 1 < i < n, seja a; = s;(x1,...,Xn) a i—ésima nos dá, por derivação, 
soma simétrica elementar de z1, ..., Zn, € faça ag = 1. Então, temos e 
n no nX" =X (n-k) (1) (X — rol, 
p= uX e p(X) =X (n -jja X”, k=0 
j=0 j=0 | Avaliando as funções polinomiais correspondentes em x = n, vem que 
de sorte que basta mostrar que ne 
n” = > (n — k) (1) (n — 1)"=t-1 
3 n-1 = k=0 
ajn- 15 > Y(n- j)aj(n — 1-5 = ; 
= = Dir == (6=0)(g) toa 
k=0 
ou, ainda, | mE jei 
| F n n— n n—k— 
AE E | — E (n — 1) — > (k — 1) a (n — 1), 
Daly = 1)(n — 1) + an > nao(n = 1 — a(n 1)". na a 
j=1 À Por outro lado, 
Finalmente, queremos provar que E n"=(n-14+1"= h (n = 1)" 
no d k=0 
` aj(j — 1)(n — 1) > (n — rol, á | de forma que 
j=l a x ni 
| É | pr n—k _ n n—k 
Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, temos E ` ( 4 (n — 1) = ( ni (n — 1) 
E k=0 k=0 
n | n—l 
= ) = (k o 1) n (n pes 
J k 
k=0 
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Após efetuar os cancelamentos óbvios, chegamos à igualdade 


ig (n— 1)" + Si si E (n- 110 


k=0 


onde o varia sobre todas as n! permutações de In. Prove que g 
é um polinômio simétrico, denominado a simetrização de f, e 
que g = f se f for simétrico. 

+ 


4. (Croácia.) Se a, b e c são reais dois a dois distintos satisfazendo 
ou, ainda, a l 9 
o sistema de equações 


Si — 1) n (n — 1)” = 0. 


n aè = 38? + 32 — 25 
b3 = 3 + 3a? — 25 , 


È = 3a? + 3b? — 25 


Por fim, a partir daí, obtemos 


(0—1) (o) aea e — 1) (1) (n= 1)" =0, 


que é precisamente a igualdade desejada. oO 


calcule os possíveis valores do produto abc. 


5. Dados a,b,c € C, explicite, em função de a, b e c, os coeficientes 
de um polinômio mônico de grau três cujas raízes complexas 
sejam os cubos das raízes complexas do polinômio X? + aX? + 
bX +c. 


Problemas — Seção 4.2 
| | 6. Dado o polinômio p(x) = X’ — X? + X + 1, pede-se: 

1. Sejam f, g e h polinômios não nulos em K[X,,..., Xn], tais que $ 
f e g são simétricos e f = gh. Prove que h é simétrico. (a) Mostrar que p tem três raízes distintas, duas das quais são 


TAR i complexas e não reais. 
2. * Um polinômio f € K[X,,..., X,] é denominado homogêneo 


de grau k quando (b) Obter o polinômio mônico de terceiro grau cujas raízes são 


os cubos das raízes de p. 


fX, -tX = Ef (Xa, , Xn), 
7. (OBM.) Sabendo que o polinômio f(X) = X? +pX +q tem três 


para todo t € K. Obtenha, a menos de multiplicação por cons- raízes reais distintas, prove que p < 0. 


tantes, todos os polinômios simétricos e homogêneos de grau 2 


em R[X,Y, Z]. 8. (Romênia.) Sejam a, b e c complexos não nulos, tais que 
| E" j inômio À I 1 1l 
3 Para f E K[X,..., Xn], seja g € K[X,,..., Xn] o polinômio 4 atbtc=-+-+-=0. 
definido por a b c 


Se n for um inteiro positivo, mostre que a” + b” + c” = Q se, e 


1 
D.C, “= Ca Ao sassi Nain ) 
Mas... Xa) = 7 2 AXo =» Moto) só se, 3 fm. 
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E CORTOU E 
9. (Hong Kong.) Sejam as, a4, . . . , 109 Números reais, sendo a100 Æ (a) Dados n > 2 reais positivos £1, %x3,..., £n, mostre que 


0. Prove que nem todas as raízes do polinômio 
q p Sı +83 +: +S; 


AE a 


100 99 3 2 

F(X) = 00X + a99 X +--+ a3 X + 3X +2X +41 
onde à e p são, respectivamente, o maior ímpar e o maior 
são reais. par menores ou iguais a n e s; é a j—ésima soma simétrica 


elementar de £1, £2,..., Ln. 


(b) Se F(X) = (X + xz1ı)(X + z2)... (X + Tn), use o resultado 
do item (a) para mostrar que 


10. Considere todas as retas que encontram o gráfico da função poli- | 

nomial real f(x) = 21º +7xº +31 — 5 em quatro pontos distintos | 

(£i, Yi), para 1 < i < 4. Prove que o número (a + £2 + £3 + 114) | 
IDH) 

TOF Gel 


14. Seja n > 1 inteiro. Obtenha todas as soluções reais do sistema 


independe da reta considerada e calcule seu valor. Ti * (zak (ek En) )= 
11. (Moldávia.) No plano cartesiano, um círculo intersecta a hipér- 
bole de equação xy = 1 em quatro pontos distintos. Prove que . 


o produto das abscissas dos pontos de interseção é sempre igual | 
al. 


Lı Hi +e +TEn =n 
r? +r? +- +r n 


12. (Canadá - adaptado.) Sejam a, b e c as raízes complexas do 
polinômio X? — X? — X — 1. 


Treta a q en 
15. Seja f(X) = X” + an-1 X" +- --+aıX +1 um polinômio de 
coeficientes reais não negativos e raízes reais. Prove que f(x) > 
(a + 1)”, para todo real x > 0. 


(a) Prove que a,b e c são duas a duas distintas. 


(b) Se, para cada n € N, pusermos. 


16. (Irlanda.) Dado n € N, ache todos os polinômios f(X) = 


a =b DP Pq 
An X” +: +a1X + ag satisfazendo as seguintes condições: 


=" ++ 00, 


a— b b—c c—a 


| —1,1 <I9<n. 
mostre que Sk+3 = Sk+2 + Sk+1 + Sk, para todo k E N. (a) a; E t-1,1y, para 0 <j <n 


(c) Conclua que Sn € Z, para todo EN (b) Todas as raízes de f são reais. 


13. (BMO - adaptado.) Para números reais x e y tais que zy Æ —1, - 4.3 O teorema de Newton 
defina d 

£ xY = PEET 1 Ainda sobre polinômios simétricos, note que f(X,Y,Z) = Xº + 
1 + xy É Yº4 Zº é simétrico mas não é um dos polinômios simétricos em X, 
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Y e Z que chamamos elementares. Contudo, sendo sı = si(X,Y,Z), 
S2 = S2( X,Y, Z) e s3 = s3( X,Y, Z), podemos escrever 


F(X,Y, Z) = (X? + Y° + ZY- AX YA XZ AV) 


= [(X +Y +Z}? -XXY + XZ +YZ) 

— 2 |(XY +XZ+YZÝ —2XYZ(X +Y + Z)| 
= (s? — 289)? — 2(83 — 28183) 
= 8] — 48782 + 282 + 48183 


=g (S1, 592, S3) , 


onde 
XY, Z) = X —4X°Y +2Y° +4XZ. 


Assim, nesse caso particular, fomos capazes de expressar o polinômio 
simétrico f(X, Y, Z) = Xt + Y* + Zº como um polinômio nos polinô- 
mios simétricos elementares em X, Y e Z. 

Conforme veremos nesta seção, tal possibilidade não é acidental. 
Mais precisamente, provaremos a seguir um resultado usualmente atri- 
buído ao matemático e físico inglês Isaac Newton, conhecido na litera- 
tura como o teorema fundamental dos polinômios simétricos. 

No que segue, K inclui a possibilidade K = Z. Seguimos, essenci- 
almente, a exposição de [|27]. 


Teorema 4.12 (Newton). Se f = f(X,...,Xn) E KXy,..., Xn] é 


simétrico, então existe g E€ K|X1,..., Xn] tal que 


FX, Ter Xn) = g(Sı, easa Sn), 


onde s1,...,Sn E K[X1,..., Xn] são os polinômios simétricos elemen- 
tares em X1,..., Xn- 


Para a prova do teorema anterior, precisamos introduzir alguns 
conceitos preliminares. Inicialmente, vamos ordenar os monômios 
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“de K[X1,..., Xn] da seguinte maneira: dadas duas n—uplas distin- 


tas (i1,...,in) e (Jı, ---, jn) de inteiros não negativos e monômios 
a Xi... Xi e bg X? ... Xf em K[Xi,..., Xn], definimos 
a XP Gii Xin < b XV Eà Xin 
U (4.4) 
TETEE | UTI se i<ê 
lk < Jk 

Neste caso, dizemos que bX! ... Xi» é maior do que a XY RR Gu 

Em geral, nos referiremos à ordenação acima como a ordem le- 
xicográfica dos monômios de K[X1,..., Xn]. Em particular, para 
f e KlX,,..., Xn], seu termo líder é o monômio máximo (i.e., maior 
que todos os demais) em relação à ordem lexicográfica. Note ainda 
que, em K[X], tem-se 1 < X < X? <--., de modo que a noção de 
termo líder em mais de uma indeterminada generaliza a noção usual. 
em uma indeterminada, dada pelo grau de um monômio. 


Exemplo 4.13. Se f = Bs str, onde s; € K[X,,...,Xn| É 0 


e n 2 


i—ésimo polinômio simétrico elementar, então f tem termo líder 


is aa kn—ı+k 
o Paa Lae +kn DR qi = EO Guia 


n—l 


De fato, uma vez que 


k2 


ki | 
f= YX > XX; RR O CIO O) io 


i<j 
a definição de ordem lexicográfica garante que seu termo líder é 
XFX X2) CD CC) .. . (Xa - . Gi 


ll 
K E Sa Xn 
. . . n e 


104 | Relações entre Coeficientes e Raízes 


De posse do conceito de ordem lexicográfica, a chave para a prova 
do teorema de Newton se encontra no seguinte resultado auxiliar. 


Lema 4.14. Se f € KIX1,..., Xn] é simétrico e DA ara, É. 


seu termo líder, então 
OQ 2" 2 On. 


Prova. Se q; é o maior expoente que comparece em algum monômio 
de f, então, como f é simétrico, existe em f um monômio contendo 
Xi. Se a) XY... X é um monômio de f tal que à < q, segue da 


definição da ordem lexicográfica que tal monômio não é o termo líder . 


de f. Portanto, o termo líder contém Xr". 

Agora, dentre todos os monômios de f contendo X7", selecione 
um com expoente máximo em alguma das indeterminadas X5,..., Xn, 
digamos expoente ao. Novamente por ser f simétrico, existe um tal 
monômio de f contendo X7" X52. Ademais, pela escolha de a; temos 
aj > qa. Por outro lado, se aa XT XP ... Xi” é monômio de f tal 
que is < a», então, novamente pela definição de ordem lexicográfica, 
tal monômio não é o termo líder de f, de modo que o termo líder de f 
contém X7" X5º. Por fim, repetindo esse argumento mais n — 2 vezes, 
obtemos o resultado desejado. E 


Podemos, finalmente, apresentar a prova do teorema de Newton. 


Prova do teorema 4.12. Tome f € KIX, ..., Xn] simétrico, com 
“termo líder aço) X1" ... Xg”. Pelo lema anterior, temos q; > +- > an. 
Por outro lado, pelo exemplo 4.13, o polinômio simétrico 


An—1—Qn Qn 
S 


| o Q1—02 (0243 
g(Xı,.. =. Xn) = Uo)S5 So T ti A 


também tem termo líder a(o) X1" ... XR”, de modo que o polinômio si- 
métrico f — g tem termo líder ap X ... XÉr, com agp) XT o XE < 
Ao) X1" ... X9” na ordem lexicográfica. Mas, como K[X4,..., Xn] con- 
tém somente um número finito de monômios mônicos e menores que 
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“Mo X1 Xn” em relação à ordem lexicográfica, um número finito de 


repetições do algoritmo acima nos dá f —g = I(s1,...,8n), para algum 
polinômio | € K[X,,..., Xn]. Assim, o mesmo ocorre com f. E 


Vale frisar que o teorema de Newton é, primordialmente, um te- 
orema de existência. De fato, é possível provar que, para polinômios 
simétricos em geral, o algoritmo descrito na prova do teorema de New- 
ton não termina em tempo polinomial (i.e. mesmo com o auxílio de 
um computador não conseguimos, para um polinômio simétrico gené- 
rico em n indeterminadas, expressá-lo, em tempo finito, como um po- 
linômio nos polinômios simétricos elementares em n indeterminadas). 
Todavia, mostraremos, no exemplo a seguir que a mera existência as- 
segurada pelo teorema de Newton pode ser bastante útil. Para outra 
aplicação interessante, veja a seção 8.1. 


Exemplo 4.15 (Miklós Schweitzer). Seja f € Z[X] um polinômio 
não constante e w = cis E 


n? 


Po eu EZ, 


onde n > 1 é um inteiro. Prove que 


Prova. Considere o polinômio g € Z/X1,..., Xn-1| dado por 


(Xi. Ano) = F(X) f (X2) - - - F(Xn-1). 


Se o é uma permutação de In-1, então 


to(1),0(2),...,o(n— 1)} = {1,2,...,n— 1} 
e, daí, 


g(X o1); e. ETE = FXo0) f (Xoc) p f(Xon-1)) 
SJA e eA) 
= g(Xı, tan , Xn-1). 
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Assim, g é simétrico e o teorema de Newton garante a existência, 
de um polinômio h € Z[X4,..., Xn-1) tal que g(X,...,Xn-1) = 
h(s1, Ee Sn-1)) l.e., 


F(X DFX) sari f(Xn-1) = h(s, PE Sai); 


onde s; é o j—ésimo polinômio simétrico elementar em X1,... Anei 
Substituindo X; por w na igualdade acima, obtemos 


Fw) FP)... f(W) = h(si(w,... a RR O RR a E 
portanto, a fim de mostrar que f(w)f(w?)... f(w"-!) € Z, é suficiente 
mostrar que s;(w,... wub EZ,paral<j<n-—l. | 

Para o que falta, basta observar que 
X” -1=(X-1(X-w(X-0w")...(X — wt) 
= (X —1)( X" +X"? +. -+X +1), 
de sorte que 


XIX XH = (X -wX -w?).. (X — wo) 


| 
Es 
fred 
Ner 
Q&Q 
Va 
Q&Q 
[ATN 
£ 
€ 
n N 
E 
i 
ps 
E 
j 
pa 
d. 


Assim, temos que 


conforme desejado. O 


A discussão que antecede o exemplo anterior sugere que, quando 
quisermos expressar efetivamente um dado polinômio simétrico como 
um polinômio nos polinômios simétricos elementares, teremos, via de 
regra, de recorrer a argumentos ad hoc. Nesse sentido, terminamos 
esta seção discutindo um exemplo relevante, para o qual precisamos 
da seguinte consequência do algoritmo de Horner-Rufinni. As identi- 
dades (4.5) a seguir são conhecidas como as identidades de Horner- 
Ruffini. 
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Lema 4.16 (Horner-Rufinni). Seja 


F(X) = X” = sı X"! +- H (11) sn-1X + (—1)"sn 


um polinômio não constante sobre C. Se z é uma raiz complexa de f 


e 
g(X) = Aam + ba E Ro im bai 


é o quociente da divisão de f(X) por X — z, então 


bı = 2—8 
bo se Ze — 812 + 89 

4. 
bya = zitl — sız" Ein ele (—1)ftlsk41 ( 5) 
bn-1 = fl Sa ++ (—1) Isa 


Prova. Nas notações do enunciado, as recorrências (3.1) se escrevem ` 


bı = 4— 81 
bo = zbi + S2 
be = Zbk + (—1)ftisk41 l ' 


bn-1 e Zbn-o T (—1) tsn- 


Resolvendo o sistema linear acima sucessivamente para bz, ..., bn-1, 
obtemos uma a uma as relações do enunciado. O 


As relações contidas na proposição a seguir nos fornecerão recor- 
rências para expressar o polinômio simétrico 


aE E E E E E + + XE 


como um polinômio nos polinômios simétricos elementares em X1, X2, 
+ Xn. As fórmulas dos itens (a) e (b) a seguir são respectivamente 
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denominadas primeira e segunda identidades de Jacobi”. Para uma 
outra prova das mesmas, veja o problema 2, página 242. 


Proposição 4.17 (Jacobi). Para x,...,m E€ C, ses;=si(m,...,2n) 


é ai—ésima soma simétrica elementar de 1,...,2n € 0k = 24 42E, 
então: 


(a) ont = D aal 1)! s;onyk-;, para k > 1. 
(b) Sk41 = Ea se 1) t sk41-;j0;j, paral<k<n-—l. 


Prova. 


(a) Seja 
F(X) = (X - 21)... (X — zn) = X” — s1 X"! +--+ (—1)”sn. (4.6) 
Como z; é raiz de f, temos 
z — s12! + o H (1) sus + (—1)”sn = 0 
para 1 < i < ne, daí, 
gt” — str po + (1) tsn- Ti +(-D" snz" = 0. 
Somando as igualdades acima para 1 <% < n, obtemos 
Onk — S10n4k-1 + + (1) sacra + (1) Snok = O, 
igualdade equivalente à do enunciado. 
(b) Segue de (4.6) TE 


f(X) = nX — (n — DaX +- + (Ds. (4.7) 


2 Após o matemático alemão do século XIX Carl G. J. Jacobi. 
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Por outro lado, para z € CN ta, -.., Zn), segue do problema 3, 


Tee o ++ gar | 


Sendo f; € C[X] tal que f(X) = (X — z)f;(X), digamos 
BO) =X" + XT ++ bar 


página 83, que 


segue que 
f(z) = a HASS 0" tb ++ bass) 
j=1 j=1 
— nz”! + ` bij duda T AF >. Deita 
9=1 9=1 
Mas, como a igualdade acima é válida para todo z E C \ l2z,...,2n), 


segue do corolário 3.10 que 


+ (Em Pae (2h 1j |- (4.8) 
t 


Por fim, igualando os coeficientes correspondentes em (4.7) e (4.8) 
e substituindo as identidades (4.5), obtemos 


f(X) — nX” E 


(—D(n-k- Dn => bus 


j=1 
n 
— k+1 k k+1 
= X la =e (=l ergi) 
= 1 k+1 
= k41 — so ++ Uns, 
de maneira que 


(k ai 1)Sk+1 = SpO 1 = Shaa a (—1) sook+1- 
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O corolário a seguir também é devido a Jacobi. 


Corolário 4.18 (Jacobi). Para cada inteiro k > 1, sejam sp o k— ési- 
mo polinômio simétrico elementar em X1,..., Xn € 0k = Xi XE 
Então: 

(a) on = Dj (— 1)! s;0nyk-5, para k > 1. 

k Ie 

(b) Sk+1 =” Za D (1) l Sk41-j0j, para 1 < k < n— i. 
Prova. Avaliando ambos os membros de (a) e (b) em 21,..., Zn € 
C obtemos, pela proposição anterior, igualdades verdadeiras. Como 
C é um conjunto infinito, a proposição 4.1 garante a igualdade dos 
polinômios correspondentes. o 


Problemas — Seção 4.3 


1. Se f e Z[X] é um polinômio mônico, de grau n > 1 e raízes 


complexas 21,...,2n, prove que 2# + ---. +2% € Z, para todo | 


k > 1 inteiro. 
2. Se 01,...,0n, d1,...,Dn São números complexos tais que 
af paee pat = bF pot, 
para 1 < k < n, mostre que {a1,..., an} = {b1, ... bn}. 


3. (Japão - adaptado.) Sejam n, k € N, com 2 < k < n, e a1,..., ak 
números reais tais que 


ai t:e Hak = n 
ait +a = nn 
af +. + ak = n 


Se p(X) = (X+a1) . .. (X+a,), prove que p(X) = Be A 
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4. Sejam m E N, w = cos 2r +1 sen dz e Z21,..., Zn Números comple- 


xos tals que 
F(X) = (X —-a)M(X — 25)... (X — zn) 
é um polinômio de coeficientes inteiros. 
(a) Se 9(X) = [IG f(w'X), prove que 


NX) = (XT = 27)... (XT — za): 


(b) Use as identidades de Jacobi para mostrar que o polinômio 
g do item (a) tem coeficientes inteiros. 


(c) Conclua que, se z € C é raiz de um polinômio não nulo f 
de coeficientes inteiros, então existe um polinômio não nulo 
h, também de coeficientes inteiros, tal que 2” é raiz de h. 


5. (OBM.) 


(a) Sen € N, prove que há somente um número finito de po- 
linômios mônicos, de grau n e coeficientes inteiros, tais que 
todas as suas raízes complexas têm módulo 1. 


(b) Seja f € Z[X| \ Z um polinômio mônico, tal que todas as 
suas raízes complexas têm módulo 1. Prove que todas as 
raízes complexas de f são raízes da unidade. 
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“CAPÍTULO 5 


Polinômios sobre R 


Neste capítulo, revisitamos alguns dos teoremas clássicos do Cál- 
culo, estudados em [12], para polinômios de coeficientes reais, tendo 
como ferramenta principal o teorema, fundamental da álgebra. Como 
aplicação dos mesmos, provaremos as desigualdades de Newton, as 
quais generalizam a desigualdade entre as médias aritmética e geomé- 
trica de n números reais positivos, e a regra de Descartes, que relaciona 
o número de raízes positivas de um polinômio de coeficientes reais 'ao 


número de trocas de sinal de seus coeficientes não nulos. 


d.1 Alguns teoremas do Cálculo 


Nosso primeiro resultado dá uma condição suficiente para a exis- 
tência de raízes reais num intervalo. Para a prova do mesmo, precisa- 
mos do seguinte resultado auxiliar. 
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Lema 5.1. Se fe R|X] \ {0} é mônico e não tem raízes reais, então. 


existem polinômios g,h € R[X] tais que f = g? + hº. Em particular, 
f(x) > 0 para todo x ER. 


Prova. Pelo problema 2, página 74, existem números complexos não 
reais 21,...,2 tals que 


100) = [IX — 2X — 25). 


Agora, se z; = a; + ibj, com a;,b; E R, então 


(X — 2X —2;) = (X — a; — ibj)(X — a; + ibj) 
(X — a;)* — (ib;)º 


(X aj)? T b, 


a soma dos quadrados de dois polinômios de coeficientes reais (um 
deles constante). 
Basta, agora, aplicar várias vezes um argumento similar à identi- 


dade de Euler (7.7) de [14]: para g1, 92, hı, ha E R[X], temos 


(92 + h?) (g2 + h2) = (9192 + hiha)? + (gih — go)? 


Para o que falta, segue da primeira parte que 


Ha) = g(£} + h(x)? 2 0, 


para todo x € R; mas, como f não tem raízes reais, a desigualdade E 
acima deve ser estrita, para todo x E R. | EE 


O resultado a seguir é o teorema do valor intermediário para poli- É 


1 


nômios, sendo conhecido na literatura como o teorema de Bolzano’. | 


1 Após Bernhard Bolzano, matemático alemão do século XIX. 
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“Teorema 5.2 (Bolzano). Se f e R|X] ea < b são reais tais que 


fla)f(b) < 0, então existe c € (a,b) tal que f(c) = 0. 


Prova. Supondo, sem perda de generalidade, que f é mônico e f (a) < 
0 < f(b), segue da última parte do lema anterior que f tem ao menos 
uma raiz real. Sejam, pois, ay < --- < ay as raízes reais de f, repetidas 
de acordo com suas multiplicidades. Se g € R[X] é tal que 


F(X) = 9(X X — a1)... (X — a), 


então g é mônico e não possui raízes reais, de sorte que, novamente 
pelo lema anterior, g(x) > 0 para todo x E R. 

Por contradição, suponha que não há raiz de f no intervalo (a,b) 
e considere três casos separadamente: 


(i.) ap < a: temos 


uma contradição. 
(ii.) b < a: segue de f(b) > O que 
g(b)(b — a1)... (b — ap) > 0 


e, daí, k é par (uma vez que g(b) > 0 e b— a; < 0, para 1 < i < k). 
Por outro lado, segue de f(a) < 0 que 


gla)(a — ai)... (a — ag) <0 


e, daí, k é ímpar (uma vez que g(a) > 0 e a—a; < 0, para 1< i< k). 
Portanto, chegamos a uma contradição. 
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(iii.) a <a < b < a para algum 1 < l < k: chegamos a um 
absurdo de modo análogo ao item anterior. (Por exemplo, 


0 < f(a) = g(a) (a — a1)... (a — a) (a — arı) . . . (a — ar) 
NA N E e 
>0 >0 <0 
implica k — l par.) 
E 


Exemplo 5.3 (Moldávia). Sejam f,g € R[X], cada um dos quais 
possuindo ao menos uma raiz real. 


(a) Prove que eriste a E R tal que f(a}? = gla}. 
(b) Se f1+X+g( XY) =g(1 +X + FO), mostre que f = g9. 


Prova. | 

(a) Sejam a e p raízes de f e g, respectivamente. Podemos supor, sem 
perda de generalidade, que a < 8. Se g(a) = 0 ou f(8) = 0, nada há 
a fazer. Senão, temos 


fla? — gla)? = -gla)? <0 e HP g8)? = (8) > 0, 


de sorte que o teorema de Bolzano, aplicado ao polinômio f(X)? — 
g(X)2, garante a existência de a € (a, 8) tal que f(a}? — g(a)? = 0. 


(b) Sendo a € R como no item (a), defina uma sequência (um)n>1 É | 


pondo uo = a e, para cada n > 1, un = 1 + Un + g(un)?. Pelo item 
(a), temos f(u) = g(w). Suponha, por hipótese de indução, que 
f(uk) = glug), para um certo inteiro k > 1. Então, nossas hipóteses 
garantem que | 


Fun) = f(1 + uk + g(w)?) 
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Assim, temos f(un) = g(un) para todo inteiro n > 1. Mas, como 
Und — 1+Hun+ glun) > | + Un > Un 
para todo n > 1, segue do corolário 3.10 que f = g. E 


No que segue, estabelecemos para polinômios o teorema do valor 
médio de Lagrange?. 


Teorema 5.4 (Lagrange). Sejam f € RIX] \ {0} ea < b reais dados. 
Então existea < c< b tal que 


Prova. Provemos primeiro que, se f(a) = f(b) = 0, então existe a < 
c < b tal que f(c) = 0. Podemos supor, sem perda de generalidade, 
que f não tem outras raízes no intervalo (a,b). De fato, se f possuir 
uma infinidade de raízes em (a,b), temos f = 0, pelo corolário 3.9: 
se f possuir um número finito de raízes em (a, b), digamos a; < az < 
--- < ak, trocamos b por a. 

Se existissem a < c < d < b tais que f(c)f(d) < 0, o teorema de 
Bolzano garantiria a existência de uma raiz de f no intervalo (a,b), o 
que é um absurdo. Portanto, f tem sinal constante em (a,b). Supo- 
nha, sem perda de generalidade, que f(x) > 0 para x € (a,b), e sejam 
respectivamente k e l as multiplicidades de a e b como raízes de f. 
Então, existe g € R|X] tal que 


f(X) = (X — a)" (X — b)'g(X), 
com g(a), g(b) £ O. Agora, 


a< c< b> f(c) > 0 = (e—a) (e — b)gle) > 0 = (—1}g(c) > 0. 


2 Após Joseph Louis Lagrange, matemático franco-italiano do século XVIII. 
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Consideremos o caso em que l é par (o caso em que l é ímpar é 
análogo), de sorte que g(c) > 0, para todo c € (a,b). Se g(a) < 0, 
o teorema de Bolzano garantiria a existência de a < d < ax tal que 
g(d) = 0, de modo que f(d) = 0, o que, por sua vez, é um absurdo. 
Logo, g(a) > 0 e, analogamente, g(b) > 0. Então, temos 


F'(X) = k(X — at (X — b)'g(X) +(X — a) (X — dt g(X) 
+(X — a)" (X — b)'g'(X) 
= (X — a) HX — b) h(X), 
onde 


h(X) = (k(X — b) +I(X — a))g(X) + (X — a)(X — b)g' (X). 


Basta, pois, então mostrarmos que existe c € (a,b) tal que-h(c) = 
0. Mas, como | 


h(a)h(b) = —ki(a — b)*g(a)g(b) < 0, 


o teorema de Bolzano liquida a questão. 
Para o caso geral, seja 


Como fı(a) = fı(b) = 0, o que fizemos acima garante a existência de 
c € (a,b) tal que fi(c) = 0. Por fim, resta observar que 


| f(X) = f(X) — (t) | 
L 


Conforme frisamos em [12], o caso f(a) = f(b) = 0 do teorema 
anterior precedeu a versão geral de Lagrange, tendo sido provado pelo 
matemático francês do século XVII Michel Rôlle e sendo conhecido na 
literatura como o teorema de Rôlle. 
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 Corolário 5.5 (Rôlle). Se fe R|X] \ {0} ea < b são reais tais que 


f(a) = f(b) = 0, então existe a < c < b tal que f'(c) = 0. 

Ilustramos a utilização do teorema de Rôlle no exemplo a seguir. 
Exemplo 5.6. Seja f(X) = ao + a1 X +--+ an-1 X"! +aX” um 
polinômio de coeficientes reais, tal que 


w (0 ni, an 
L 2 n n+l 


Prove que f possui pelo menos uma raiz no intervalo (0,1). 
Prova. É imediato que f = g', onde 


Q1 va Un-1 y-n An n+1 
EEE eae e o o eee eat : 
g(X) =X + 5X + e 


Mas, como g(0) = g(1) = 0, o teorema de Rôlle garante a existência 
de a € (0,1) tal que f(a) = g'(a) = 0. O 


Uma consequência importante do teorema do valor médio é o es- 
tudo da primeira variação (i.e., crescimento ou decrescimento) de po- 
linômios, conforme ensina o corolário a seguir. 


Corolário 5.7. Sejam f € R|X] \ {0} e I CR um intervalo. 
(a) Se f'(x) > 0 para todo x € I, então f é crescente em I. 
(b) Se f'(x) < O para todo x E I, então f é decrescente em I. 


Prova. Façamos a prova do item (a), sendo a prova do item (b) aná- 
loga. Para a < b em 1, o teorema do valor médio garante a existência 
de c € (a,b) (e, portanto, c € I) tal que 


fW -fw m MO > 0. 
Em particular, f(b) > f(a). O 
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Exemplo 5.8. Prove que, para todo inteiro positivo n, o polinômio 


tem no máximo uma raiz real. 


= X? x” ; ” 
Prova. Sendo fn =1+X+ 5 t: + 4r, mostremos que (i) f, não 
tem raízes reais se n é par, e (ii) fa tem exatamente uma raiz real se 
n é ímpar. 


(i) Supondo n par, temos lim, +00 fn(x) = +00. Portanto, segue 


do teorema de Weierstrass (o teorema 4.31 de [12]) a existência de 


To E R tal que fn assume seu valor mínimo em xp. Suponha, por con- 
tradição, que fn(zo) < 0. Então, pelo resultado do problema 3, temos 
fixo) = 0 e, como fa(xo) = fi(x0) + ©, segue que 0 > fi(xo) = 2 


To 

n!’ n!’ 

Como n é par, a única maneira de não termos uma contradição a par- 
p Zita mova é r? A ; 

tir dessa última relação é que seja O = fn(zo) = “2. Mas aí, deveria 


ser fn(0) = 0, o que é um absurdo. 


(ii) Supondo n ímpar, segue do problema 4, página 75, que f, tem um 


número ímpar de raízes reais; por outro lado, segue do exemplo 3.33 


que fn não tem raízes múltiplas. Suponha, então, que f, tem pelo 
menos três raízes reais distintas, digamos a < b < c. Então, o teorema 
do valor médio garante a existência de a € (a,b) e 8 € (b,c) tais que 
fala) = fa (6) = 0. Mas, como f! = fan-1 e n—1 é par, o caso anterior 
nos fornece uma contradição. | O 


“Problemas — Seção 5.1 


1. Se f € Z[X] é um polinômio não constante e m é um inteiro 
positivo tal que m > 1 +Re(z), para toda raiz complexa z de f, 
prove que |f(m)| > 1. Ds 
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2. * Prove, para polinômios de coeficientes reais e com os métodos 
desta seção, o teorema de permanência do sinal: se f € 
RIX] é tal que f(a) > 0 para algum a E R, então existe r > 0 
tal que f(x) > 0 para todo z € (a -r,a + r). 


3. * Dado f E RIX|NR, sejam ae R e r > 0 tais que 


f(a) = min{ f(x); xe (a—r,a+r)h. 
Prove que f'(a) = 0. 


4. Seja f(X) = Xº —-2X*+2. Prove que f possui exatamente três 
raízes reais. 


5. * Dado f € RIX] \ R com coeficiente líder positivo, prove que 
existe no € N tal que 


u >v > ny > f(u) > f(v) > 0. 


6. Prove que não existe polinômio f € Z[X], tal que f(n) seja 
primo para todo inteiro não negativo n. 


7. (Leningrado”.) Decida se existem quatro números reais distintos 
a, b, ce d tais que, para quaisquer dois deles, x e y digamos, 
tenhamos 

q +ryt tray Hy. n. 

8. Os reais positivos a1, a2, a3 € ay são tais que a, < as < as < a4 

e ajagagas = 1. Se À é uma raiz real do polinômio 


4 4 


Ka > a; NA ai ` A; 5 X — E ; 


i=1 1<i<j<4 i=1 


prove que À > ag. 


3A cidade russa de São Petesburgo mudou seu nome para Leningrado durante 


a existência da União Soviética. 
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9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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(Leningrado.) Sejam a, b, c, d e e números reais tais que o 
polinômio aX? + (c— b) X + (e — d) = 0 tem uma raiz real maior 
que 1. Prove que o polinômio aX! + bX?’ + cX? +dX +e=0 
tem ao menos uma raiz real. 


(Austria-Polônia.) Dados números reais a4, ...,@ņn, prove que 


com igualdade se, e só se, a = -+ = an = Q. 


Seja f(X) = X? — 3X + 1. Calcule o número de raízes reais 
distintas do polinômio f(f(X)). 


(Suécia.) Seja f € R[X] um polinômio de grau n. Se f(x) > 0 
para todo x € R, mostre que 


Ho) + 10) + f”) ++ fO) >0, 


| para todo x ER. 


Dois matemáticos A e B disputam o seguinte jogo: é dado um 
polinômio de grau par maior ou igual a 4, 


HO) =X" +aniX E. taX+4I, 


onde ay,...,G2n-1 São números reais não especificados. Os joga- 
dores, começando por 4, alternam-se especificando os coeficien- 
tes de f, até que f esteja completamente determinado. No final, 
A ganha se nenhuma raiz de f for real e B ganha caso contrário. 


Encontre uma estratégia ganhadora para B. 


No começo de uma aula, o professor escreveu no quadro negro 
um polinômio de grau 3. A partir daí, os alunos, um por vez, 
vinham ao quadro e perfaziam uma das seguintes operações com 
o polinômio deixado pelo aluno anterior: | 
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(a) Adicionavam ao polinômio sua derivada. 


(b) Subtraíam do polinômio sua derivada. 


Ao final da aula, o polinômio inicial apareceu novamente no qua- 
dro negro. Prove que ao menos um dos alunos cometeu um erro. 


15. (OIM.) São dados números reais a1, as, ..., @n, tais que O < 
m<a<--:<an Se f : R \{—a1,...,—an} — R é a função 


tal que 
n 
Z aj 
f(x) = D £+ aj’ 
9=1 
para x Æ —a,...,—Gn, prove que o conjunto (x € R; f(x) > 1} 


pode ser escrito como a união de n intervalos limitados, dois a 
dois disjuntos e cuja soma de comprimentos é igual a ay + as + 
TE + é 


5.2 As desigualdades de Newton 


Nesta seção, apresentamos um conjunto de desigualdades que re- 
fina a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica (provada 
na seção 7.2 de [10/). Para tanto, precisamos inicialmente do resultado 
auxiliar a seguir. 


Lema 5.9. Se f € RIX] \ {0} tem k raízes reais, então f' tem pelo 
menos k — 1 raízes reais. Em particular, se todas as raízes de f forem 
reais, então todas as raízes de f' também serão reais. 


Prova. Podemos supor k > 1. Sejam ay <--- < ay as raízes reais dis- 
tintas de f, com multiplicidades respectivamente iguais a m1, ..., Mı, 
de tal modo que mı + --- + my; = k. Então, já vimos na proposição 
3.31 que cada a; é raiz de multiplicidade m,; — 1 de f’. Por outro lado, 
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pelo teorema de Rôlle, entre a; e a;,1 há pelo menos mais uma raiz O lema anterior garante a existência de n— 1 reais positivos b1,...,bn-1 


tals que 


real de f’, de modo que contabilizamos ao menos 


| | (O =(X+b)..(X + bn), 
(m-D++m-D+(I-D)=k-—1 TO Ro Da 1) 
de modo que 
raízes reais para f’. O resto é imediato. o a 
H(G) X" +- h q) Hab), 


n— 1 
1 


Por outro lado, f(X) = 559 (1) Hi(a;) X" fornece 


l 


1 x 

a Qt 
Para o que segue, dados n > 1 reais positivos 01,09,...,0n € n | 
O < i < n, denotaremos simplesmente por S;(a;) a i—ésima soma 


RE simétrica elementar de ,...,am e por H;(a;j) a média aritmética das : E 

o n > TP - a[n aj 
| E (7) parcelas que compõem S;(a;), i.e., f(X) = Nn — i) H;(a;) X"! 
A | i=0 
e Hi(a;)= (") Silaz) =p 

E : BA] i UNKI =" ` | Eita jo 
p á 

i i=0 


O teorema a seguir é frequentemente creditado a Isaac Newton. 
e segue, daí, que 


Teorema 5.10. Nas notações acima, para 1 < i < n temos 
ao Hi(ar,..., an) = H;(bı,... ,bn—1), 
T | H; J > E... ; H; l ; . A x ; 

GRE N > i aa para 0 < i < n— 1. Pela hipótese de indução, para 1 < i < n — 2 
ocorrendo a igualdade para algum i se, e só se, q = ag ==. . l temos 


Prova. Façamos indução sobre o número n > 1 de reais positivos. H;(a;) = H? (b;) > H; (bj) Hi (b;) i H; (aj) Hi1 (aj). (5.1) 


E 2 + | 
Para n = 2, queremos mostrar que Hj(an, a2) > Ho(a,,a2)H2(a1,02) f Resta somente provar que H2 ,(a;) > Hn-2(a;)Hn(a;) ou, ainda, 
ou, ainda, que 4 que 
2 | 
dı + do f aim 2 
—— | 2 aaa. { ú a 
2 4 ai... Os] > 
E n—1 A 
Mas isto é apenas a desigualdade entre as médias aritmética e geomé- | g 
; ; ; E -1 n E; 
trica, na qual a igualdade ocorre se e só se ay = a». 4 > n e A n 
| ar f E . E Z X ai «O... Aj o An ai n 
Suponha, por hipótese de indução, que as desigualdades de Newton = 2 Er n 
são válidas para n — 1 reais positivos quaisquer, ocorrendo a igualdade § Sendo P = a1 . . . an, provar a desigualdade acima equivale a provar 
em uma qualquer delas se e só se os n — 1 números forem todos iguais. | que 
Agora, consideremos n > 3 reais positivos q1,a92,...,Gn, € seja IP 9P P 
ENS sos a 


PA ue i) | nu) mn-l) aaj 
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ou, ainda, que 


(n — 1) (S) > 2n 


i=1 °? 


Fazendo a; = +, queremos mostrar que 
l 


2 
(n-— 1) È a > 2n X aja; 


i<j 


Sendo S = (n — 1) (Y, a) — 2n i<j QiQj, temos 


S=n (Èa) - [De E a 


| 
E 
Ms N 
o Ms 
| 8 
ço S 
jr sp 
e No 
Rd 
V g 
© SL 
| 
A 
àd 
fe 
NDA 
N 


onde a última desigualdade é simplesmente a desigualdade entre as 
médias quadrática e aritmética dos a;'s (veja o problema 7.3.3 de [10] 
ou, ainda, o teorema 6.63 de [12]). 

Quanto à igualdade, se Hi ,(a;) = Hn(a;)Hn-2(a;), então, pelo 
que fizemos acima, temos q, = --- = ane, daí, q = «= dp. 
Por outro lado, se H?(a;) = H; i(a;))Hin(a;) para algum 1 < i < 
n — 2, então (5.1) nos dá H2(b;) = Hi a(b)H;(b;). A E de 
igualdade na hipótese de indução R agora, que bi = --- = bn 


e, a partir daí, é imediato que q, = : +- = an. Ll 


O corolário a seguir, usualmente imputado ao matemático escocês 
do século XVIII Colin McLaurin, traz o refinamento prometido da 
desigualdade entre as médias. | 
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Corolário 5.11 (McLaurin). Paran > 1 reais positivos a1,a9,..., an, 


temos 
Hi(a;) > / Ha(a;) > (/Ho(a;) > -+ > q/Hn(a;), 


com igualdade em ao menos uma de tais desigualdades se, e só se, 
todos os a; forem iguais. 


Prova. Escreva H; para H;(a;). As desigualdades de Newton nos 
dão H? > HoH, = H, e H > H,H3. Logo, Hi > H2 > HH}, de 
modo que H? > H; e, daí, H? > HH; > H?’ H; = HI”. Assim, 
Homb oi. 

Suponha que já mostramos que 


1/2 1/3 1/k 
H, > H}? > HP Sa > H}, 
para algum k < n. Então, 


k—1 
H? > He1Heon > H,” Hgy, 


k—1 k+1 
o que nos dá H (x) > Hy,1 ou, ainda, H,* > Hey. Essa última 
1/k > prt) 


k+1 
Para a igualdade, suponha que H, Uk — o PH 


H? = Hp—-ıHpk+1 pois, do contrário, teríamos 


desigualdade equivale a H% 
Então, temos 


k—1 
2 “E. 
H? > Hahn > H,” Hen, 


9— k—1 
de sorte que H, (575) > Hķ+ı Ou, ainda, HE = Hys1, O que é uma 
contradição. Assim, a condição para igualdade nas desigualdades de 
Newton nos dá a) = <- = qn. E 
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O resultado principal desta seção relaciona o número de raízes posi- 
tivas de um polinômio de coeficientes reais ao número de mudanças de 
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sinal de seus coeficientes não nulos. Dentre os resultados demonstra- 
dos anteriormente neste capítulo, sua prova, utiliza somente o teorema 
de Bolzano e, portanto, poderia ter sido dada logo após o mesmo, 
contudo, adiamos sua discussão a fim de privilegiar a exposição dos 
resultados mais básicos, apresentados anteriormente. 

Comecemos com o lema combinatório abaixo, o qual pode ser fa- 


cilmente demonstrado, por indução por exemplo. 


Lema 5.12. Em relação ao alfabeto (+; —}, sejam A o conjunto das 
palavras finitas com sinais inicial e final distintos e B o conjunto das 


palavras finitas com sinais inicial e final iguais. Para cada palavra 


finita a, seja v(a) o número de pares de sinais consecutivos e distintos 


ema. Então: 
(a) a € A = v(a) = mod 2). 
(b) a € B = v(a) = 0(mod 2). 
Precisamos, agora, da definição a seguir. 
Definição 5.13. Seja 
f(X) = MA EE an1 Xt +. F aX" + ao X"? 


um polinômio não constante de coeficientes reais, com kn > kn-1 > 
. > kı > ko 2 0 eaj #0 para0 <J Sn. Defina a sequência 
ve = (On, Qn-1, +++) 01,00) pondo, para cada inteiro 0<j<n, 


+, se q; >0 
À ae aj <0 


? 


A variação de f, denotada V (f), é o número de pares de sinais con- 


secutivos distintos em vp. 


Para nossos propósitos, o resultado a seguir é crucial. 
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Lema 5.14. Seja g um polinômio não constante de coeficientes reais 


e c > 0 um real dado. Se f(X) = (X — og(X), então V(f)— V (g) é 


um inteiro positivo impar. 


Prova. Façamos indução sobre Og. 


(a) Og = 1: é claro que podemos supor g mônico. Se g( X) = X, então 
f(X) = X? — cX, de modo que V(f) — V(g) = 1. Suponha, agora, 
g(X) = X — a, onde a > 0. Então, f(X) = Xº-(a+c)X+ca, de 
modo que V(f)—V(g)=2—1 = 1. O caso g(X) = X +a, onde a > 0, 
é igualmente fácil: f(X) = X? + (a — c)X — ca e, como —ca < 0, 
segue do lema 5.12 que V (f) é ímpar. Portanto, V(f)—-V(9)=V(f), 
um inteiro positivo ímpar. | 


(b) Suponha o resultado válido para todo polinômio g tal que Og < n, 
onde n > 1 é inteiro, e tome um polinômio g de grau n. Dado um 
polinômio qualquer h, denotaremos, sempre que necessário, por ay € 
Bh respectivamente o coeficiente líder de h e o coeficiente do termo de 
h de menor grau. Assim, 


h(X) = anXT ++ BXº, 
com r > s. Há três casos a considerar: 


e Todos os coeficientes de g são positivos: supondo novamente (e 
sem perda de generalidade) g mônico, seja g( X) = X” +... + 
aX', com | < n. Então, 


F(X) = (X = (O) = X"! + cax! 


com ca < 0; pelo lema 5.12 concluímos que V (f) é ímpar e, daí, 
que V(f)—V(g)=V(f) é positivo e ímpar. 


e Existem polinômios u e v tais que g = u + v, com 


u(X) = Ayu X” Farst DiN a v(X) — Qy XP RE By X3, 


Polinômios sobre R 5.3 À regra de Descartes | 131 
a O = dás O cine ao 


comn=r>s,p>2qep+l<s. Então, 

(X — c)g(X) = (X — cju(X) + (X — cju(X) 
do = (Au XT + E ea Chu X’) 
a + (Xp... c8,X9), 


o g(X) = nX” + an-1 X"! +... +a X", com an,...,ag #0 € 
nem todos positivos: escreva 


9=9-n++(-Da, 


tal que cada g; = a; X": +... + iX" (ki > l;) tem todos os 


uma vez que p+1 < s. Distingamos, agora, dois subcasos: coeficientes positivos e, para i < t, li = ky1+1. Então V(g) =t 


| QvBu > 0 e Qulu < 0. No primeiro deles, temos V (g) = V (u) + 
EURE V(v). Porém, (—cßu)av < 0, de modo que, por (5.2), 


(X —c)g = (X — c)go — (X — dn +--+ (1) (X — og: 
ia | V(f)=V((X —-o)g)=V((X — cju) +VUX - cw) +1. ( 


X -o)(aoX* +--+ Bo X") 
— (X = co) (a X" ++ bX") 
HENX =o aX A 
= XET +... — (a + cbo) X" +--+ (az + ch) X” 
drops (aço DO p a 
e + (—1) ch X". 


Pela hipótese de indução (em princípio u tem grau r = n; con- 
tudo, s > 1 implica que podemos aplicar a hipótese de indução 
a w(X) = q, XT* +... + bu, uma vez u(X) = X'w(X)), segue 
que | 


V(fF)> A+V(u)) +(1+Vw@))+1>V(g)+1 


e, módulo 2, Assim, pelo lema 5.12, há um número ímpar (e, daí, pelo menos 


um) de pares de coeficientes consecutivos de sinais contrários em 


V(D)=0+V 1+V 1l=V 1. 
(9) =( (u)) + (+ V(0)) + (g) + cada um dos t+ 1 intervalos com reticências acima, de forma que 


No segundo subcaso, «,/, < 0, temos 


V(9) = V(u) + V (v) +1 


V(f)=V((X -¢)9) 2> t+1=V(g)+1; 


segue também da observação acim que, módulo 2, 
e, por (5.2), 


V(f)=V((X —c)g)=t+1=V(g)+1. 
VOO) = a dg) = VACA — a — co). E 
Usando novamente a hipótese de indução, obtemos 


VA > +V) + (1+ Vo) = V(9) +1 


De posse do lema anterior, podemos enunciar e provar o resultado 
do teorema a seguir, o qual é conhecido como a regra de Descartes” 


e, módulo 2, para polinômios de coeficientes reais. 


“Após René Descartes, matemático e filósofo francês do século XVII, conhecido 
como o pai da Geometria Analítica. 


VO=0+V)+A+rVO)=Víg])+L 
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Teorema 5.15. Seja f um polinômio não constante de coeficientes 
reais. Se R}(f) denota o número de raízes positivas de f, então 
VCD — Ra(f) é um inteiro par e não negativo. 


Prova. Façamos indução sobre o grau de f. 

Se Of = 1 suponhamos, sem perda de generalidade, que f é 
mônico. Se f(X) = X ou f(X) = X +a, com a > 0, então 
VO-Ro(f) =0-0=0. Se f(X) = X — qa, com a > 0, en- 
tão V(D) —-Rd(f)=1-1=0. 


Suponha, agora, o teorema válido para todo polinômio de grau d 


menor que n, onde n > 1 é inteiro, e seja 
f(X) = an X” +an1 X" +... +a X +a 


um polinômio de grau n. Há dois casos a considerar: 


e R,(f) = O: nesse caso, basta mostrar que V(f) é par. Como d 
f(0) = ao e f(x) tem o sinal de a, para todo real x suficiente- À 


mente grande (por uma estimativa análoga àquela que precede 
3.7)), o fato de que R4 (f) = O garante, via teorema de Bolzano, 
que anão > 0; daí, o lema 5.12 garante que V (f) é par. 


e R,(f) > 0: tomando uma raiz positiva c de f, existe um po- qd 


linômio não constante g tal que f(X) = (X — c)g(X). O lema 


5.14 garante a existência de um inteiro ímpar e positivo Z, tal 4 


que 


VOO) — RD) = (Vig) +17) — (Relg) + 1) 
= (V(9) — Rag) + (1-1). 


Como, pela hipótese de indução, V(g) — R4(g) é par e não ne- 
gativo, segue que V(f) — R..(f) é também par e não negativo. 


O 
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 Corolário 5.16. Se f é um polinômio não constante de coeficientes 


reais e R-(f) é o número de raízes negativas de f, então V(f(—-X))— 
R-(f) é par e não negativo. 


Prova. Imediata, a partir do teorema 5.15, juntamente com o fato de 
que œ E R-(f) se, e só se, —a E€ R4 (f). O 


Exemplo 5.17. Sejam ao, a, ...,an—ı reais não negativos e não todos 
nulos. Calcule o número de raízes positivas do polinômio 


X” — O Gi e ns a X — do. 


Solução. Se f denota o polinômio do enunciado, a regra de Descartes 
garante que V(f) — R,(f) é não negativo e par. Mas, como V(f) = 1, 
é imediato que R,(f) = 1. C 


Problemas — Seção 5.3 


1. Para cada n € N, seja a, uma raiz real positiva do polinômio 


X” — Xi X"? —...— X — 1. Mostre que, para todo tal n, 
t 
~ 2 E < < 2 k 
— — <aa<2-—. 
9n—1 E Jn 


2. (Leningrado.) O polinômio de terceiro grau e coeficientes reais 
aX’ + bX? +cX + d tem três raízes reais distintas. Calcule o 
número de raízes reais do polinômio 


4(aX? +bX? + cX + d)(3aX + b) — (3a X? + 2X + 0)? 
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CAPÍTULO 6 


Interpolação de Polinômios 


O corolário 3.10 garante que há, no máximo, um polinômio de grau 
n que assume valores predeterminados em n + 1 valores complexos 


distintos da variável. O que não sabemos ainda é se um tal polinômio 
realmente existe. Por exemplo, há um polinômio f de coeficientes 
racionais, grau 3 e satisfazendo as condições f(0) = 1, f(1) = 2, 
f(2) = 3 e f(3) = 0? Estudaremos, aqui, técnicas que possibilitam 
responder essa pergunta, técnicas essas denominadas genericamente 
de interpolação de polinômios. Em especial, discutiremos a classe 


E nd: 
+ 


| 


de E 


| DR 
TERA 


dos polinômios interpoladores de Lagrange, os quais serão, por sua 


vez, utilizados para resolver sistemas lineares de Vandermonde sem o 


recurso aos métodos da Algebra Linear. A seu turno, o conhecimento 


das soluções de um tal sistema nos possibilitará estudar, na seção 9.1, 
uma classe particular importante de sequências recorrentes lineares, 
estendendo parcialmente o material da seção 4.3 de [10]. 
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6.1 Bases para polinômios 


Para o que segue, lembre-se de que K representa um qualquer dos 


conjuntos numéricos Q, R ou C. Precisamos, inicialmente, estabelecer 
uma convenção útil. 


Notação 6.1. Paran E Nel < i,j < n, definimos o delta de 
Kronecker! por 
5s=| l, sei=j 


O, sei Æj 


A vantagem da notação acima vem do fato de podermos usá-la 
como um marcador de posições, no seguinte sentido: dados n € N 
e uma sequência (b1, ..., bn) em K, temos 


j= 


paral <i<n. 
Agora, sejam dados n € N e elementos dois a dois distintos q, as, 
..-; ân de K. Para 1 < i< n, definimos o polinômio L; € K|X] por 


| do IX =i oa esti 
L;( X) = || RA RC E RS (pat 


jfi 


onde o sinal ^ sobre um fator indica que o mesmo está ausente do 
produto considerado. Tais polinômios L; são os polinômios inter- 
poladores de Lagrange para o conjunto {ai,..., an}. 

É imediato verificar que, para todos 1 < 1, TAM, tem-se 


Lilaj) = di;. 


l Após o matemático alemão do século XIX Leopold Kronecker. 
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Essa propriedade permite, como veremos no teorema a seguir, cons- 
truir polinômios que assumam valores pré-fixados em elementos dis- 


tintos de K também pré-fixados; tal resultado é conhecido como o 
teorema de interpolação de Lagrange. 


Teorema 6.2 (Lagrange). Dados n € N e a,. -bn E€ K, 


..,ân dois a dois distintos, existe exatamente um polinômio 


+ 0n,D1,- 
com ay, . 
f e K[X], de grau menor que n e tal que f(a;) = bi, paral <i<n. 
Mais precisamente, tal polinômio é 

FO) =D yL), (6.1) 

j=1 

onde os L; são os polinômios interpoladores de Lagrange para o sub- 
conjunto {a1,..., an} de K. 


Prova. A unicidade segue do corolário 3.10. Por outro lado, tomando 
f como em (6.1), basta mostrarmos que ðf < n e f(a;) = bi, para 
I<i;<n. 

Como ðL; = n — 1 para 1 < j < n e o grau de uma soma de 
polinômios (sempre que tal soma for não nula) não ultrapassa o maior 
dentre os graus das parcelas, é imediato que Of < n. Para o que falta, 
basta ver que 


flai) = X b;Lilai) = X bjðji = bi. 
j=1 j=1 


L 


Uma maneira equivalente de formular o resultado acima é dada 
pelo corolário a seguir. 


Corolário 6.3. Sejam n E N e a,...,an elementos dois a dois dis- 
tintos de K. Se f € K[X| {0} satisfaz Of < n, então 


F(X) E 2 f(a) Li(X). 
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Prova. De fato, definindo 


n 


= + 1Si<5 
1— EDE 1/4 


temos 0f,0g < n e, pela demonstração do teorema anterior, g(a;) = - | E X4 — 11X? +41X? — 61X + 30) 
f(a;), para 1 < i < n. Segue novamente do corolário 3.10 que g= | | 6 
f- | z | Í 

Colecionamos, a seguir, dois exemplos de aplicação dos polinômios ; | | L;(X) = Jl X T3 ” (ž — = É = 3 É = ) (z J s) 
interpoladores de Lagrange. d syss 9—J 9—1 o — 2 
Exemplo 6.4. Encontre um polinômio f E Q|X] tal que f(1) = 12, a : z 1 
HO) =2, f3) = 1, f(4) = —6 e f(5) = 4 1 24 
Solução. Explicitemos, primeiramente, os polinômios interpoladores i | Portanto, de acordo com o corolário anterior podemos tomar 
de Lagrange para o conjunto (1,2,3,4,5): F(X) = 1214(X) + 2L5(X) + Lo(X) — 6L4(X) + 4L5(X) 


L Pel s a E md ia | a Rs OD pat D rd = O a quai 
nl “Ug ANI SNN 12 3 4 6 
= = (xX 4 14X? + 71X? — 154X + 120), 1 


(X* — 10Xº + 35X? — 50X + 24). 


Exemplo 6.5. Seja f um polinômio mônico, de coeficientes reais e 
grau n, e sejam z1, T2, ..., Yny1 Inteiros dois a dois distintos. Prove 


Ld(X) = 15 -(5) (=) (=) (=) | que existe 1 < k <n+1 tal que |f (x)| > $x. 
ed E CE PACE Tic | | 
O: a dt id Am gp “É Prova. Pela fórmula de interpolação de Lagrange, temos io 
JF? i 


E (xt — 13X? + 59X? — 107X + 60), | dan T= T: 


T K Aed X—2\/X—4\/X-—-5 | | Comparando os coeficientes líderes nos dois membros da igualdade 
0 = I 35-(Go)lG=a)lGa)lGs) | 


12 3-1 9—9 acima, obtemos 


|=. o 
þ— 
| 
z 
+ 
| 
. ~ 
AETS 
F 
S 
Noer 


s O + 49X? — 78X +40), | 1 iyl — ti) 
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Agora, se M = max{|f (x)|; 1 < k < n+ 1} e pj = His;lt; — z:) 
temos i 
n+1 n+-1 
f(x) Fel 41 
t= [5 MEM SU co 
mam ?» | GS lo 2 Ip; 
n+1 Pa Anns a 
Mas, como D E é simétrico em relação a z1, £2,... , Zn+1, pode- 


mos supor (após reenumerar os 1;'s, se necessário) que 74 < fə < 
e < Tap. Assim, 
pl = (2; = 21)... (£3 — 22; — 2) -. . (En41 — 2) 
E o a ER GN HR po RR co RR 
n! 
Gop | 


De posse das estimativas acima, obtemos finalmente 


= (j — 1)!(n+ 1 — j)! = 


n+1 1 n+-1 1 a 
SM SM MA = 
em A = n!\j-—1 n! 
ou, O que é o mesmo, M > T, O 


A seguir, mostramos como utilizar polinômios interpoladores de 

Lagrange para resolver certos tipos de sistemas lineares de equações 

. e 
2 . ~ E E 

ditos sistemas de Vandermonde , OS quais encontrarão utilidade 


na seção 9.1. 
Proposição 6.6 (Vandermonde). Dados elementos ai, a», ... An 


Cli, O2, ..-, Qn de K, sendo a, as, ---; An dois a dois distintos, o 
sistema linear de equações 


Tı FLE +: + En = 01 
QT +agto + +- + anEn = q 
P E. 
aiT + a32 +- + aan = q (6.2) 
alir e a27! d n—1 
L EE MIT da O 


* Alexandre-Theóphile Vandermonde, matemático francês do século XVIII. 
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e Sto ame CRS e SE SR OA gongo voo M saias H Dm Rs oo ss o Ds e ma 
admite uma única solução em K. Em particular, sea =- = an =0, 
então Ty = ° = n =Q. 


Prova. Se f(X) = co + aX +--+ cn-1X"”t € K[X], então, multi- 
plicando as equações do sistema respectivamente por Co, C1, ..., Cn-1 
e somando os resultados, obtemos 


flati + -- Es F(an)Xn = CoQ + cias + +++ + Cn-1Qn. 


Agora, fixado 1 < à < n, o teorema 6.2 nos permite escolher unica- 


mente co, C1, -.., Cn-1 em K (i.e., escolher f) de modo que f(aj) = 
. = f(a) =: = flan) = 0 e flai) = 1. Portanto, a igualdade 


acima garante que deve ser 
Ti = CoQ + C102 +°- + Cn-1Qn EK, 
e a arbitrariedade do 1 < à < n escolhido termina a demonstração. LI 


Uma limitação dos polinômios interpoladores de Lagrange para um 
subconjunto finito de K vem do fato de que, com eles, só geramos o 
conjuto dos polinômios de graus menores que o número de elementos 
do conjunto em questão. Remediamos essa situação com a seguinte 
definição mais geral. 


Definição 6.7. Uma base para K[X] é uma sequência? (fo, fi, fas...) 
de elementos de K|X]| satisfazendo a seguinte condição: para todo 
f e K[X], existem únicos n E€ Z} e ao,...,an E K tais que 


f(X) = aofo(X) +: + anfna(X). 


Exemplo 6.8. Uma maneira simples de construir uma base para K| X| 
é tomar uma sequência (fo, fı, fo,...) de K|X] tal que Of; = j, para 


“Formalmente, uma sequência (f;);>o em K[X] é uma função O: Z, —> K[X], 
tal que f; = (j), para j > 0. 


WESI woga 
ME 
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j>0. Para mostrar que um tal sequência é realmente uma base para 


KIX], temos de provar as duas afirmações a seguir: 


(i) Se ao, a1, ..-,an e bo,b1,...,bn são elementos de K tais que 
ao fo(X) + f(X) + Han falX) = do fo(X) + AX) ++ bn fa X), 


então a; = b;, para 0 <1<n. 


(ii) Para todo f € K[X], existem n € N eag,m,...,0n EK, tais que 
F(X) = ao fo(X) + mfi(X) +: + anfa X). 


Deixamos ao leitor a verificação de que a validade das afirmações dos 
itens (i) e (ii) acima é realmente equivalente ao fato de que tal sequên- 
cia de polinômios é uma base (veja o problema 1). ` 


Como caso particular do exemplo acima, note que a sequência 
GDP go qe Gon 


é uma base para K[X] (como, aliás, já sabíamos). 

No que segue, construímos, a partir dos números binomiais, uma 
base bastante útil para K[X]|. Para tanto, precisamos da definição a 
seguir. | 


Definição 6.9. Para k E€ Z}, definimos o k-ésimo polinômio bi- 


nomial (5) por (6) = (>) = X e, para k > 1, 


X\ 1 
= —X (X — 1)...(X -k +1). 
(a) arD | 

Como aplicação do exemplo 6.8, afirmamos que a sequência dos 
polinômios binomiais é uma base para K[X]. Para tanto, basta mos- 
trarmos que as condições dos itens (i) e (ii) são satisfeitas. A verifica- 
ção da validade da condição (i) segue, como no exemplo 6.8, do fato 
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de que 0(4) = k, para todo k € Z,. Quanto a (ii), basta mostrarmos 
que, para todo n € Z,, existem ao, 0m,...,G E K tais que 


x" = colo) tala) + ta() (6.3) 


Sem apelar diretamente para o resultado do exemplo supracitado, fa- 
çamos indução sobre n > 0. Paran = 0 e n = 1, a validez de (6.3) 
segue da definição de polinômio binomial. Suponha agora que, para 


um certo k € N, existam ao, 0,...,ar E K satisfazendo (6.3) quando 
n = k. Então, 


X X X 
a(o )X+a( )X ++ a, a (6.4) 


e, para terminar, basta ver que 


X 1 i aa 
(Z )x a O AR 
= NO) (X -j +(X = j) 
PE gi 


sen oo) 


Ainda que o conceito de base de polinômios, conforme formulado 
nesta seção, não se aplique ao conjunto dos polinômios de coeficientes 
inteiros, uma rápida revisão da discussão acima estabelece o seguinte 
resultado mais geral. 


Proposição 6.10. Se f € KIX] W0} é um polinômio de grau n, então 
existem únicos ao, đ1,...,an E K tais que 


FX) -a(9) +a(7) total) 


Ademais, se f € Z|X], então podemos tomar ao, @1,..., an E Z. 


144 Interpolação de Polinômios 


Prova. E suficiente provar que os coeficientes ao, 1, ..., a, em (6.3) 
são inteiros. Argumentando novamente por indução, suponha que tal 


afirmação é verdadeira quando n = k. Então, os cálculos subsequentes ~ 


a (6.4) fornecem 


com à, = q;,1 = 0. Portanto, a, € Z, para 0 < į <k+1, de forma 
que j(a;-1 +a;) E Z, para 0 < j < k+ 1, completando o passo de 
indução. E 


Vejamos um exemplo interessante de aplicação das ideias discutidas 
acima. 


Exemplo 6.11. Seja f € R|X] um polinômio de grau n e suponha 
que f (0), F(1), ---, f(n) sejam inteiros. Prove que f(x) é inteiro para 
todo inteiro z. 


Prova. Pela proposição acima, existem ao,m,...,an E R tais que 


FX) = ao( 9) ta) tta) (6.5) 


Portanto, para 0 < k < n fixado, temos 


Ft) =D a; (7) = > (a 
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(uma vez que E )(k) = 0 se j > k). Agora, aplicando o lema 2.12 de 
131, concluímos que | 
[13]; 


para 0 < k < n. Mas, uma vez que (= (x) € Z para todo x € Z (veja 
o problema 2), segue de (6.5) que f(x) € Z, para todo x € Z. O 


Problemas — Seção 6.1 


1. * Termine a discussão do exemplo 6.8. 
2. * Para k € Z4, prove que (%)(£) € Z, para todo x € Z. 


3. (Estados Unidos.) Seja f um polinômio de grau n, tal que f(k) = 
Ga para 0 < k < n. Calcule f(n + 1). 


4. (Canadá.) Seja f um polinômio de grau n, tal que f(k) = pj 
para todo inteiro 0 < k < n. Calcule f(n +1). 


5. Seja n um natural dado. 


(a) Mostre que 0, —1,-—2,..., —n são raízes do polinômio 


AX =5 (1) (xan Mod mec 


j=0 


(b) Conclua, a partir de (a), que, para todo k € N, tem-se 


> ;(N Loo n! 
Da) rs no E 
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(c) Use o item (b) para calcular, em função de n, o valor da Definição 6.12. Sejam h um número real e f:R — R uma função 
soma, “É dada. Para k > 0 inteiro, definimos a k—ésima diferença finita de 


f com incremento h como a função A;f:R —> R, dada por: 


e. ( a) Ap f 
6. Dados números reais dois a dois distintos a, b, c e d, resolvao É i 
sistema de equações 4 (b) (As fila) = (Aaf) (a) = f(x + h) — f(x), para todo z € R. 


ATSA LA), se k > 2. 


LFT. kn) 


ax, +axo +alxy +alr, = 
bx, + bixo + bixs + btr, 
CX + C Lo + Ca + CT, = 
dx, + dx, + dra + dir, = 


1 

1 | : | A fim de que tal definição tenha utilidade, precisamos das propri- 
l “É edades de Ak f contidas na proposição a seguir. 

1 


E: Proposição 6.13. Nas notações da definição anterior, dados h € R 
7. (Estados Unidos.) Sejam n > 3 inteiro e p, Po, Pi, -.., Pn- a | e f,g: R > R, temos que: 
polinômios tais que | — i (a) Se f é constante, então Anf = 0. 
(b) Sea eb são constantes reais, então An(af-+bg) = aA,f+bAng. 


(c) An(f9) = (Anf)(g + Ang) + fAng. 


mi = QUA se RATIO. 


Prove que X — 1 divide p;(X), para O<i<n—2. A (d) At f = AFA, f), para todo k EN. 
8. (Leningrado.) Uma sequência finita a1, a2, . . . , an é p— balanceada o | (e) Sek>0€exzxeR, então 
se todas as somas da forma d E i 
ak + Ak+p T Ak+2p E 4 | Edo (Dr Jr o (k — j)h). 


forem, para k = 1,2,...,p, iguais entre si. Prove que, se n = 50 1 l 
e a sequência (a;)1<;<50 for p—balanceada para p = 3, 5, 7,11, | 
13 e 17, então todos os seus termos são iguais a zero. 


Prova. | | 
(a) Para x € R, temos A, f(x) = f(x + h) — f(x) = 0, uma vez que f 
é constante. 


6.2 Diferenças finitas É (b) Para z € R, temos 


Outra técnica de interpolação útil, mas um tanto mais elaborada, É | (Ana f + bg))(£) = (af + bg)(x +h) — (af + bg)(a) 
a(f (x +h) — f(x) + blgla +h) — g(x)) 
(An f(x) + b(Ang) (2). 


é a das diferenças finitas. Esboçamos os rudimentos da mesma nesta $ 
seção. | 
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(c) Façamos indução sobre k > 1, sendo o caso k = 1 imediato. Su- 


ponha, por hipótese de indução, que a fórmula valha para um certo ] 


k € N. Para k + 1, temos: 
f(a + (k+1)h) = f(x + kh) + (Ap) + kh) 


fa + kh) +E( Ji (ATHAIDE 


= p (esti nto + 3 OCG 


Agora, executando uma troca de índices na última soma acima e uti- 
lizando a relação de Stifel, obtemos f(x + (k + 1)h) sucessivamente 


igual a 
3 n (An? (0) + (AGO (a) + > ( K : (AI f(x) 


= -$ (E Jarno 


(d) Façamos indução sobre k > 1, sendo o caso k = 1 imediato a 
partir da definição 6.12. Suponha, por hipótese de indução, o resultado 
verdadeiro quando k = | > 1. Para k = l+1, aplicando sucessivamente 
a o item (c) da definição 6.12, a hipótese de indução e novamente o 


= (AHNE) +, (9) + (E J AEPD (o) + (an 
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item (c) da definição 6.12 (desta feita à função A, f, no lugar de f), 
obtemos 


NTEN ATTESA A) MA): 


(e) Façamos indução sobre k > 0. Se k = 0 e z € R, então 
- 0 0 
CYNE = (º(o) fo) = te) = (8810) 
j=0 
Suponhamos, agora, que a fórmula valha quando k = l > 0, e 
provemos sua validade para k = Į + 1. Para x € R, aplicando sucessi- 
vamente o item (c) da definição 6.12 e a hipótese de indução, obtemos 


(ATA) = AA f(x) = (Ai) (a +h) — (Af) (2) 


sl J 
a De C)re+0-m 


] 
sé 
p 
Ner 
Q. 
Cd 
o. + 
= 
OO 
a 
ATN 
R 
A 
g 
dE 
pi 
| 
E5 
Nar 
Par 
Naer 


m Do (, te +(1+1-9)h) 
= Ln (e+ (L— j)h) 
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onde utilizamos a relação de Stifel (6.2) de [10] na penúltima igualdade 


acima. Portanto, 


a I 
E (o) re+ a-a 
H aa 
| j 
i 5 (17 (e+ (L — j)h) 
ii Nm 
E +41 
| ty ( y rt + (1+1 — 9h) 


L 


Dentre as propriedades de diferenças finitas elencadas na proposi- 
ção acima, a que encontra uso mais frequente em problemas de inter- 
polação é a do item (e), principalmente quando combinada com o pró- 
ximo resultado. Note que a proposição anterior se refere a diferenças 
finitas de funções em geral, ao passo que o que segue é especificamente 


relacionado a diferenças finitas de polinômios. 


Proposição 6.14. As k—ésimas diferenças finitas, com incremento 
h, de um polinômio de coeficientes reais e grau k são todas iguais entre 
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si, ao passo que as l—ésimas diferenças, com | > k, são todas iguais 
a zero. | 


Prova. Para x € R, temos 


(An Dx) = Hx +h) — f(x), 


e este é o valor do polinômio A, f(X) := H(X+h)- f(X) para X = z. 
Agora, observe que Ap f(X) tem grau k — 1. Portanto, argumentando 
por indução sobre o grau de um polinômio, segue do item (d) da 
proposição anterior que Ak f = A$! (A, f) tem grau 0, de sorte que é 
constante. Logo, A! f(X) = 0 para | > k. O 


Conforme ficará patente nos dois exemplos a seguir, a principal 
utilidade das fórmulas para diferenças finitas discutidas acima é o fato 
de as mesmas nos permitirem calcular diretamente o valor que um 
polinômio assume em um ponto que não os de interpolação, caso tais 
pontos de interpolação sejam os termos de uma progressão aritmética. 


Exemplo 6.15. Seja f E R|X] um polinômio de grau m > 1, tal que 
f(j) =r} para0 < j < m, onder é um real positivo dado. Calcule os 
possíveis valores de f(m + 1). 


Solução. Ponha h = 1 e escreva Aff para denotar Aff. O item (e) 
da proposição 6.13 garante que 


A" f(x) = Do E fiz +k— j) 


J 


para todo z € R. Mas, uma vez que Of = m, a proposição anterior 
nos dá, então, 


m+l 


o = amino = P(t) fm- 


j=0 
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Portanto, 


m+l1 


fim+1) = 5 (ut we rm E 


j=1 


m+1 
=> (19H (” y ) a 
j=1 


m+1 
/m+1 | 
E i (” | aji 
Zu j 


j=0 
== prt po (r E à pai 
onde utilizamos a fórmula de expansão binomial de (r — 1)"*! na . E 
última igualdade acima. ns 


A solução do próximo exemplo utiliza livremente alguns concei- 
tos e resultados básicos de Teoria dos Números, os quais podem ser 
encontrados em [14]. 


Exemplo 6.16. Seja f um polinômio de grau 1992, tal que f(j) = 2 
para 1 < i < 1993. Calcule o resto da divisão de f(1994) por 1994. 


Solução. Combinando o item (e) da proposição 6.13 com a proposi- 
ção 6.14, e escrevendo novamente A*f para denotar Aff, temos 


si 1993 
0 = A! (1) = Sà | Jao — j). 
o j=0 J 
Portanto, 
1993 l 
1 /1993 | 
f 1994 = —1 ü att 
(1994) a ) i 
J= 
, 1993 
0) 1994 e 1993—j 
= N I a Jato 
( 0 = J 


Ee 91994 = 2(2 = D Gaio = 91994 ne o. 
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Para o que falta, note inicialmente que 997 é primo (utilize o crivo 
de Eratóstenes, por exemplo). Portanto, o pequeno teorema de Fermat 
garante que 2°% = 1 (mod 997), de sorte que 


2894 — (29902 = 1 (mod 997). 
A partir daí, é imediato que 
f(1994) = 21° — 2 = 2? — 2 = 2 (mod 997). 
Assim, temos o sistema linear de congruências 


l f (1994) = 0 (mod 2) 
f (1994) = 2 (mod 997) * 


o qual possui, pelo teorema chinês dos restos, uma única solução, 
módulo 2 - 997 = 1994. Mas, como 2 é claramente uma solução, segue 
que 

f(1994) = 2 (mod 1994). 


[| 
Problemas — Seção 6.2 
1. Prove que, para todo polinômio f € R[X], temos 
k g | 
Harkh)=5, ( À (Ak fa), 
j= M 
para todos h,x € R e todo k > 0. 
2. (Canadá.) Seja f um polinômio de grau n, tal que f(k) = ET 


para todo inteiro 0 < k < n. Calcule f(n + 1). 
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3. (Estados Unidos.) Seja f um polinômio de coeficientes reais e 
grau n, tal que f(k) = (A para 0 < k < n. Calcule os 


possíveis valores de f(n + 1). 


4. Um polinômio f, de grau 990, é tal que f(k) = Fp para 992 < 
k < 1982, onde F, é o k—ésimo número de Fibonacci. Prove que 


á (1983) j Figs3 — 1. | CA PIT ULO 7 


5. Seja f um polinômio de coeficientes reais, tal que: 


(a) f(1) > f(0) > 0. “A 

(b) (2) > 2F(1) — F(0): | Fatoração de Polinômios 
(c) (3) > 3f(2) — 3 (1) + f(0). + 

(d) f(n+4) > 4f(n+3) — 6f(n +2) +4f(n + 1) — f(n) para 


todo n E N. 


Prove que f(n) > 0, para todo n E N. 

| O algoritmo da divisão para polinômios fornece uma noção de divi- 
sibilidade em K[X] quando K = Q, R ou C, a qual goza de proprieda- 
des análogas àquelas da noção correspondente para números inteiros. 
É, então, natural perguntar se, assim como em Z, temos em K[X] 
polinômios primos, os quais forneçam algum tipo de fatoração única, 
com propriedades similares às da fatoração única de inteiros. Nosso 
propósito neste capítulo é fornecer respostas precisas a tais questões, 
as quais encompassarão também polinômios com coeficientes em Zp 
(p primo). Referimos o leitor à introdução do capítulo 1 de [10] ou, 
mais geralmente, ao capítulo 1 de [14], para uma revisão dos conceitos 
correspondentes em Z. 


7.1 Fatoração única em Q|X] 


Ao longo desta seção, K denota Q, R ou C. 


159 


E ER d 
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Dizemos que dois polinômios f,g € K[X] À {0} são associados 
(em K[X]) se existir a € K {0} tal que f = ag. Por exemplo, os 
polinômios de coeficientes reais 


f(X) =4X? —2X +1 e g(X) = 2V2X? — V2X + v 
são associados em R[X], uma vez que f = V2ge v2 € R \ {0}. 

Se f,g € K[X| \ {0} são dados, dizemos que um polinômio p € 
K[X] \ {0} é um divisor comum de f e g quando p | f, g. Note que 
f e g sempre têm divisores comuns: os polinômios constantes e não 
nulos sobre K, por exemplo. 


Definição 7.1. Dados f,g E€ K[X| 10), dizemos que d € K[X| {0} é 
um máximo divisor comum de f e g, e denotamos d = mdc (f, g), 
se as duas condições a seguir forem satisfeitas: | 


(a) d | f,g em K[X]. 


(b) Se d' e K[X] \ {0} divide f eg em K[X], então d | d em K|X]. 


O próximo resultado, também conhecido como o teorema de Bé- 
zout! para polinômios, garante a existência de um mdc para dois 
polinômios não nulos sobre K, o qual é único a menos de associação 
(i.e. a menos de multiplicação por elementos não nulos de K). Para 
o enunciado do mesmo, dado f € K[X] denotamos por fK|X] o con- 
junto dos múltiplos de f em K[X], i.e., 


JKIX] = taf; a € K[X]). 
Teorema 7.2. Sejam f, g € K[X] \ {0}. Se 
S = {af + bg; a,b € KIXI}, 


então existe um polinômio d E€ K[X| \ {0} satisfazendo as seguintes 
condições: 


1 Após "Etienne Bézout, matemático francês do século XVIII. 


7.1 Fatoração única em Q|X] 157 


(a) S = dK[X]. Em particular, d | f,g em K[X). 


(b) Todo polinômio em K|X] \ {0} que divide f e g também divide 
d. ? 


Ademais, tal polinômio d é único, a menos de associação. 
Prova. | 
(a) Se de S \ {0} é tal que 
Odd = min{ ðh; he S \ {0}, 
afirmamos inicialmente que S = dK[X]. De fato, sendo d = ao f + bog, 
com ao, bo E K[X], e c € K[X], então 
cd = (cao) f + (cbo)g € S, 


i.e., dK[X| C S. Reciprocamente, tome h € S, digamos h = af + bg, 
com a,b € K[X]. Pelo algoritmo da divisão, temos h = dq +r, com 
q,r E€ K|X] e r = 0 ou 0 < ðr < ðd. Mas, se r Æ 0, então Or < Ode 


r =h — dq = (af + bg) — (aof + bog)q 
= (a — aoq) f + (b — boq)g € S, 
uma contradição à minimalidade do grau de d em S. Logo, r = 0 e, 
daí, h = dq € dK[X). 
Para a segunda parte do item (a), basta ver que f, g € S = dK|X], 
de forma que, em particular, f e g são múltiplos de d em K[X]. 


(b) Seja dı € K[X] \ {0} um polinômio que divide f e g, digamos 
f= di fı e g = dıgı, com fi, gı E€ K[X]. Se a,b € K[X], então 
af +bg = (afı + bgı)dı E€ dı K[X]. 


Mas, como af +bg é um elemento genérico do conjunto S, segue então 
que 
de dK|X] = S C d K[X]; 
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em particular, d é um múltiplo de dı, conforme desejado. 


A última afirmação é deixada como exercício para o leitor (veja o — l 
problema 1). go i 


Graças à parte de unicidade do teorema de Bézout, doravante con. $ 


vencionamos que o mdc de dois polinômios não nulos sobre K é sem- 
pre mônico. Por outro lado, continuando a paráfrase com a noção de 


mdc em Z, dizemos que dois polinômios f, g € K[X] {0} são primos 


entre si, ou relativamente primos, quando mdc (1,9) = 1. Isto 
posto, temos a seguinte consequência do teorema anterior. - 


Corolário 7.3. Se f,g € K[X] \ {0}, então f e g são primos entre si 


se, e só se, existem polinômios a,b € K[X] tais que af + bg = 1. 


Prova. Se mdc (f, g) = 1, a existência de a,b € K[X] como no enun- 
ciado segue do teorema de Bézout. Reciprocamente, se d = mdc (f.g) 
e existem a,b € K|X] tais que af + bg = 1, então, novamente pelo 
teorema de Bézout, temos que 1 € dK[X], i.e., d é um divisor do 
polinômio constante 1. Mas, uma vez que d é mônico, segue que 


d=1. E 


Corolário 7.4. Sejam f, g € K[X] {0} primos entre si e h € K[X] \ 
{0} tal que ðh < (fg). Então, existem a,b € K[X] tais que a = 0 ou 
ða < ðg, b=0 ou ðb <f eaf +bg=h. 


Prova. Pelo corolário anterior, existem a4, b4 € K|X] tais que a f + 
big = 1. Daí, fazendo a, = aih e bo = bih, temos asf + bag = h. 
Agora, pelo algoritmo da divisão, temos a, = gq +a, com a = Q0 ou 
0 < ða < Og. Assim, 


h = (gq +a) f + bəg =af + (qf + b2)g 


e, fazendo b = qf + bo, temos h = af + bg, com a = 0 ou da < og. 
Por fim, como bg = h — af, se b Æ 0, temos 


ob + Og = O(bg) = Ə(h — a f) < Əh < Ə( fg) = Of + 3g, 
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A definição a seguir é central para o restante deste capítulo. 


Definição 7.5. Um polinômio p € KIX] \ K é irredutível sobre 
K se p não puder ser escrito como produto de dois polinômios não 
constantes e com coeficientes em K. Um polinômio p € K|X|N K que 
não é irredutível é dito redutível sobre K. i 


Em geral, é útil refrasear a condição de irredutibilidade contrapo- 
sitivamente; assim, um polinômio p € KIX] \ K é irredutível se, e só 
se, a seguinte condição for satisfeita: 


p= gh, com g,h E K|X| >gEKouheK. (7.1) 


A fim de dar um sentido mais concreto ao conceito de polinômio 
irredutível, vejamos dois exemplos simples. 


Exemplo 7.6. É imediato, a partir de (7.1), que todo polinômio p € 
K[X] de grau 1 é irredutível; de fato, sendo p = gh, com g,h € K[X], 
segue da proposição 2.9 que Og+dh = Op = 1 e, daí, Og = 0 ou ðh = 0, 
i.e., g ou h é constante. Por outro lado, pelo teorema fundamental 
da álgebra (o teorema 3.24), os polinômios irredutíveis em C|X] são 
precisamente aqueles de grau 1. 


Exemplo 7.7. Sep E€ R|X] é irredutível sobre R, então Op = 1 ou 2. 
De fato, de acordo com o problema 2, página 74, um número complexo 
z é raiz de p se, e só se, Z também o for. Consideremos, pois, dois 


casos separadamente: 


(a) Op > 3 ep tem pelo menos uma raiz real, a digamos: pelo teste 
da raiz (proposição 3.3) temos p(X) = (X — a)h( X), para algum 
h € R|X] de grau 2, ep é redutível sobre R. 


q E 
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(b) Op > 3 ep tem duas raízes não reais conjugadas, digamos z e Z: 
novamente pelo teste da raiz, temos p(X) = (X —-z)(X -h(X), para 
algum polinômio h E C[X] de grau pelo menos 1. Mas, se z =a + bi 
eg(X)=(X-—-z)(X — Z), então 


g(X) = (X —a — bi)\(X — a + bi) = (X — a} + € RX). 


Portanto, aplicando o algoritmo da divisão à divisão de p por g, con- 
cluímos que h € R[X]. Assim, p = gh, com g,h E€ RIX|NR, ep é 
redutível sobre R. 


Graças ao exemplo acima, doravante consideraremos a noção de ir- ` 


redutibilidade de polinômios somente para polinômios sobre Q. Nesse 
sentido, um argumento análogo ao do item (a) do último exemplo 
acima permite concluir que, se p € Q|X] tem grau 2 ou 3, então p é 
irredutível sobre Q se, e só se, não tiver raízes em Q (veja o problema 
3). 

Voltando ao conceito geral de polinômio irredutível, note que, se 
p € Q|X] \ Q é irredutível, então os únicos divisores de p (em Q/X]) 
são os polinômios constantes e aqueles associados a p. Temos, pois, o 
seguinte resultado importante. 


Proposição 7.8. Seja p E€ Q|X] \Q irredutível. Se f1,..., fr E QLXI\ 
{0} são tais que p | fr... fk, então existe 1 < i < k tal que p | fi. 


“Prova. Por indução, basta mostrarmos que, se p | fg, com f,g € 


Q/X| \ {0}, então p | f ou p | g. Se pf f, afirmamos inicialmente que 
mdc (f,p) = 1; de fato, se d = mdc (f, p), então d | p, de forma que 
d € Q ou d é associado a p em Q|X]. Mas, se d for associado a p, 
então segue de d | f que p | f, o que é uma contradição. Logo, de Q 
e, daí, d = 1. | 

Agora, pelo corolário 7.3, existem polinomios a,b € Q|X] tais que 
af + bp = 1, de sorte que 


a( fg) + (bg)p = g. 
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Como p | (fg), segue da igualdade acima e do problema 4 que p | g, 
conforme desejado. O 


No que segue, mostraremos que todo polinômio f € QIX] \ Q 
pode ser escrito unicamente, a menos de associação, como o produto 
de um número finito de polinômios irredutíveis. Mais precisamente, 
mostraremos que: 


(i) Existem polinômios irredutíveis pı, .. 
f =p. Pk. 


(ii) Se q,...,q E Q|X] \ Q são também irredutíveis e tais que f = 
qı -..- qı, então k = l e, a menos de uma reordenação, p; e q; são 
associados em Q|X]. 


pk E QIX] \ Q tais que 


Comecemos examinando a parte de existência. 


Proposição 7.9. Todo polinômio f € Q|X|\ Q pode ser escrito como 
produto de um número finito de polinômios irredutíveis sobre Q. 


Prova. Façamos indução sobre Of, sendo o caso df = 1 imediato 
(já vimos que, nesse caso, f é irredutível). Por hipótese de indução, 
suponha o resultado verdadeiro para todo polinômio em Q|X] \ Q de 
grau menor que n, e tome f € Q|X] \ Q tal que ðf = n. Se f for 
irredutível, nada há a fazer. Senão, podemos escrever f = gh, com 
g, h € QIX|NQ. Logo, d9,0h < n, e a hipótese de indução garante que 
g e h podem ambos ser escritos como produtos de um número finito de 
polinômios irredutíveis sobre Q, digamos g = p1 . . . p; e h = Pj+1 . - - Pk- 
Então f = gh = pı... PjPj+1---Pr, um produto finito de polinômios 
irredutíveis sobre Q. O 


O próximo resultado garante a validade da parte de unicidade (a 
menos de associação) da representação de um polinômio não constante 
sobre Q como produto de polinômios irredutíveis. 
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Proposição 7.10. Se pı,...,Pk,qı,---,q E Q|X] \ Q são irredutií- 
veis e tais que pı... Pk = q...g, então k = l e, a menos de uma 
reordenação, p; e q; são associados sobre Q. 


Prova. Se k = 1, temos pı = q...qá, e a irredutibilidade de p, 
garante que | = 1. Analogamente, | = 1 => k = 1. Suponha, pois, 
k,l > 1; como pk | q ...qy a proposição 7.8 garante a existência de 
1 < j < ltal que pp | q;. Suponha, sem perda de generalidade, j = l. 
Como q; é irredutível e pp É Q, a única possibilidade é que py e q; 
sejam associados, digamos pk = uq, com u € Q \ {0}. Então 


P1 . . - Pk-1 = q1 - - - qi-2Uqi-1 = Q : - - Q1, 


com q; = q; para 1 < i < l — 2 e qy_ı = ug, todos irredutíveis sobre 
Q. | | 

Por indução sobre max{ k,l}, temos k—1 = |—1 e, a menos de uma 
reordenação, p; associado a q; para 1 < i <l— 1. Portanto, a menos 
de uma reordenação, p; e q; são também associados sobre Q. O 


Resumimos as duas proposições acima dizendo que, em Q|X], te- 
mos fatoração única. Assim como em Z, se f € Q|X] \ Q é tal que 


T= pie DE: 


com pı,..-, Pk E QIX] \ Q irredutíveis, então, reunindo os fatores p; 
iguais a menos de associação, obtemos 


TE RR (1.2) 


com qı, - --, qı E Q|X| NQ irredutíveis e dois a dois não associados, e ay, 
..., Q} EN. A expressão (7.2) (também única a menos de associação) 
é a fatoração canônica de f em Q|X], e qı,..., qı são os fatores 


irredutíveis de f em Q|X]. 


ae 
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Problemas — Seção 7.1 


1. * Complete a prova do teorema 7.2. 


Sejam f,g E€ Q|X] \ Q polinômios tais que 


1 
Q; 


f =p Es prg? q Bk „np Bm 


e g=pr...p E msi e 


Pk qi, ---, q1 €T4,...,Tm São polinômios mônicos e 


irredutíveis, dois a dois não associados, e œ; œ; Bj, B; EN. 


onde pı,.. 


Prove que 
mde fag) =p Do, 
com y; = min{a;, i}, para 1 < i < k. 


* Se p € Q|X] é um polinômio de grau 2 ou 3, prove que p é 
irredutível sobre Q se, e só se, p não tiver raízes em Q. 


* Se f, g, h € Q|X] \ {0} são tais que f | g, h, prove que f divide 
ag + bh, para todos a,b € Q|X]. 


Se f € RIX] \ R tem grau maior que 1, prove que f pode ser 
escrito, de maneira única a menos de associação, como produto 
de um número finito de polinômios irredutíveis sobre R. 


O objetivo deste problema é estabelecer a existência de decom- 


posições de quocientes de polinômios em frações parciais. Para 
tanto, sejam dados f,g € K[X] \ {0}. 


(a) Se ðf < g e g = g7" ...g;" é a fatoração canônica de 
g em polinômios irredutíveis de K| X], prove que existem 
polinômios fı, ..., fe em K[X], tais que f; = 0 ou ôf; < 
Ə(g; ), para 1 < j < k,e 
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(b) Se g é irredutível sobre K e k > 1 é inteiro, prove que | 
existem polinômios g,r1,...,r; E€ K[X], com r; = 0ou f 


Or; < Og, tais que 


7.2 Fatoração única em Z/X| 


Estudamos, na seção anterior, o problema, de fatoração única para 
polinômios com coeficientes racionais. Nesta seção, estendemos a aná- 


lise de tal problema a polinômios com coeficientes inteiros. Nesse | 


sentido, a definição a seguir se revelará crucial. 


Definição 7.11. Se f € Z|X] \ {0}, o conteúdo c(f) de f é o mde 
de seus coeficientes não nulos. Se c(f) = 1, dizemos que f é um 
polinômio primitivo em Z[X). 


Por simplicidade de notação, se f = an X” +:--+aX +a € 
ZIX] \ {0}, denotamos 


c(f) = mdc (ao, ..., an). 


O lema a seguir, cuja prova deixamos ao leitor (veja o problema 
1), estabelece duas propriedades úteis do conceito de conteúdo de um 
polinômio de coeficientes inteiros. 


Lema 7.12. 


(a) Se f € ZIX] \ {0} e a € Z\ {0}, então (af) = Jal - e(f). Em 
particular, existe g € Z|X| \ {0} primitivo tal que f = c( f)g. 


(b) Se f € Q|X] \ {0}, então, a menos de multiplicação por —1, 
existem únicos a,b E€ Z\{0} primos entre si e g € Z|X] primitivo 
tais que f = (a/b)g. 
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A importância do conceito de conteúdo de um polinômio de coe- 
ficientes inteiros reside no papel chave que o mesmo desempenha no 
estudo de polinômios irredutíveis sobre Z, a começar pela definição 
dos mesmos. | $ 


Definição 7.13. ? Um polinômio p € Z|X] \ Z é irredutível sobre 
Z se p for primitivo e não puder ser escrito como produto de dois 
polinômios não constantes em Z|X]|. Um polinômio primitivo p € 
Z|X|] \ Z que não é irredutível é dito redutível sobre Z. 


Novamente, é útil refrasear a condição de irredutibilidade de poli- 
nômios de coeficientes inteiros contrapositivamente, de modo que um 
polinômio primitivo p € Z|X] \ Z é irredutível se, e só se, a seguinte 
condição for satisfeita: | 


v=9h, comg,heZ|X| = g = 1 ou h = 1. (7.3) 
A proposição a seguir é conhecida como o lema de Gauss. 
Proposição 7.14 (Gauss). Para f,g € ZIX] \ Z, temos que: 


(a) c(fg) = c(f)c(g). Em particular, fg é primitivo se, e só se, f e 
g o foremè. 


(b) Se f é primitivo, então f é irredutível em Z|X] se, e só se, o 
for em Q|X]. 


(c) Se f e g forem primitivos e associados em Q|X], então f = g. 


Prova. 
(a) Pelo lema 7.12, se f = c( f) fı e g = c(g)g, então fı, gı E€ Z|X] são 
primitivos e fg = c(f)c(g)fıgı, de modo que c(fg) = e(f)elg)el figi). 


2 Apesar da definição que adotamos aqui para polinômios em Z[X] irredutí- 
veis ser ligeiramente mais restritiva que a usualmente encontrada na literatura 
(conforme [28], por exemplo), ela será suficiente para nossos propósitos. 

3Para uma outra prova, veja o problema 7, página 178. 
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Portanto, basta mostrarmos que f1gı é primitivo, ou, o que é o mesmo, 
que 
f,9 primitivos & fg primitivo. 


Se f não for primitivo, existe p € Z primo tal que p divide todos os 
coeficientes de f. Então, p divide todos os coeficientes de fg, e fg não 
é primitivo. Analogamente, se g não for primitivo, então fg também 
não é primitivo. 

Reciprocamente, suponha que f(X) = AmX™ +--+ aX +a e 
g(X) = bn X” +--+ bX + bo são primitivos mas fg não o é. Tome 


p € Z primo tal que p divide todos os coeficientes de fg, e sejam | 


k,l > 0 os menores índices tais que p 1 ap, bı (tais k e l existem, uma 
vez que f e g são primitivos). Denotando por Ck}, O coeficiente de 
X*+ em fg, segue que 


Chyl =""" + Ak—2bi+2 + ar -1bu + arbi + ak+1bi-1 + ak+2bi-2 + eee 


Agora, como p | Ck4, ep | ao,- ., @k-1, bo, - - - , b1—1, à igualdade acima 
garante que p | ab, o que é uma contradição. 


(b) A implicação <) é clara. Reciprocamente, tome f € Z|X] Z 
primitivo e suponha que f é redutível em Q/X], digamos f = gh, com 
g,h € QIX] \Q. Pelo lema 7.12, podemos tomar a,b,c,d E Z\ {0} tais 
que g = (a/b)g, e h = (c/d)h, com g1, hı € Z[X] primitivos. Então, 


bdf = bg - dh = agı - chy = acgıhı. 


Mas, como g1y é primitivo pelo item (a), tomando conteúdos na igual- 
dade acima obtemos |bd| - c(f) = |acl. Logo, 5 = +c(f) € Z, e segue 
novamente da igualdade acima que f = +c(f)gihy, i.e., f é redutível 


em Z|X]. 


(c) Se f = (a/b)g, com a,b E Z \ {0}, então bf = ag e, tomando 
conteúdos, obtemos |b| - c(f) = |a| - c(g). Mas, uma vez que c(f) = 1 
e c(g) = 1, segue que |a| = |b|, de sorte que a/b = +1. O 
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Podemos, finalmente, enunciar e provar um celebrado resultado de 
Gauss, o qual se constitui, para polinômios de coeficientes inteiros, no 
análogo das proposições 7.9 e 7.10. 


Teorema 7.15 (Gauss). Todo polinômio primitivo f € Z|X|NZ pode 
ser escrito como produto de um número finito de polinômios irredutí- 
veis em Z/X]. Ademais, tal maneira de escrever f é única a menos de 
uma reordenação dos fatores e de multiplicação de alguns dos mesmos 
por —1. 


Prova. Mostremos primeiramente a existência da fatoração em irre- 
dutíveis: vendo f como polinômio em Q/X|, segue da proposição 7.9 
a existência de polinômios irredutíveis p;,...,pk E€ Q|X] \ Q tais que 
f =p ...pg. Escreva p; = (a;/b;)q;, com a;,b; E Z\ {0} relativamente 
primos e q; € Z|X| \ Z primitivo. Como q; também é obviamente 
irredutível em Q|X], segue do item (b) do lema de Gauss que q; é 
irredutível em Z|X]. Sendo a = a ...ap e b = bı ...bg, temos então 
que ; 
f = (a/b)qi - - - qr- 


Mas, como q1, . - - , qk são todos primitivos, o item (a) do lema de Gauss 
garante que qı ...qg também é primitivo. Assim, tomando conteúdos 
na igualdade acima, obtemos 


bl = |b| - e(f) = al cla... ax) = Jal. 


Portanto, segue que a/b = +1 e, daí, f = qı ...qk, um produto de 
polinômios irredutíveis de Z|X]. 

A prova da parte de unicidade do enunciado é essencialmente idên- 
tica à prova da proposição 7.10, uma vez que provemos o seguinte: se 
p, f,9 € Z[X] \ Z são tais que p é irredutível e p | fg em Z[X], então 
p| f ou p | g em Z|X]. Para tanto, note inicialmente (novamente pelo 
item (b) do lema de Gauss) que p também é irredutível em Q|X] e, 


assim sendo, já sabemos que p | f ou p | g em QIX]. Se p | f em QIX] 
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(o outro caso é análogo), existe fı E€ Q|X] tal que f = f;p. Tomando 
a,b € Z tais que fı = (a/b) fo, com fo € Z|X| N Z primitivo, temos 


bf = bhp = a fap. 


Agora, p e fo primitivos implica (uma vez mais pelo item (a) do lema 
de Gauss) em fop primitivo e, tomando conteúdos na igualdade acima, 
obtemos |b| - c(f) = |a|- c(fop) = |a|. Portanto, a/b = +c(f) € Z, de 
maneira que fı € Z|X] e p | fem ZX]. E 


Problemas — Seção 7.2 


1. * Prove o lema 7.12. 


2. * Seja f € Z|X|] um polinômio mônico e não constante. Se f é 
redutível sobre Q, prove que existem polinômios mônicos e não 
“constantes g,h € Z[X], tais que f = gh. 


7.3 Polinômios sobre Z, 


Vimos, à seção 6.2 de [14], que, para p primo, o conjunto Z, das 
classes de congruência módulo p pode ser munido com operações de 


“adição, subtração, multiplicação e divisão bastante similares às suas 


análogas em C. Tal semelhança faz com que praticamente todos os 
conceitos e resultados sobre polinômios estudados até o momento con- 
tinuem válidos no conjunto Z,|X]| dos polinômios com coeficientes em 
Zp- | | 

Nosso propósito aqui é comentar explicitamente algumas seme- 
lhanças e diferenças entre polinômios sobre Z, e sobre K, com K = Q, 
R ou C, deixando ao leitor a tarefa de checar que todos os demais 
resultados e definições para K[X] apresentados no texto (exceto por 
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“aqueles das seções 3.3 e 6.2 e do capítulo 5) são válidos ipsis literis 


para Zp| X]. Aproveitamos também para deduzir, com o auxílio de 
polinômios sobre Zp, alguns resultados de teoria dos números e com- 
binatória não acessíveis pelos métodos de que dispomos até o presente 
momento. Em particular, demonstramos a existência de raízes pri- 
mitivas módulo p, completando, assim, a discussão da seção 7.2 de 
[14]. 

Dado f(X) = an X” +- --+a1X +a € Z[X], denote por f € Z,[X] 
o polinômio 


F(X) =n X"+- +X +T, (7.4) 
onde Go, ā1, . .-,@n denotam, respectivamente, as classes de congruên- 
cia de ao, 41, ..., Gn, módulo p. 


A correspondência f — f define uma aplicação 


To: ZX] — Zo|X] 


fo =e fo 


a qual é obviamente sobrejetiva, sendo denominada a projeção de 
Z|X| sobre Z,|X]. Para f,g € Z|X], é imediato verificar que 

f(X) = 9(X) em Zy[X] 

| D 
Jh € ZX]; HX)= 9(X) + ph(X) em Z[X]. 

Equivalentemente, denotando 

pZ|X] = {ph; h € Z[X]}, 
temos 

f=0% fepZ|X). 


Estendemos as operações de adição e multiplicação de Z, a ope- 
rações homônimas +, : Z |X] x Z |X] > Z |X| pondo, para f,g € 
Zx], 
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Deixamos a cargo do leitor a verificação da boa definição da adição e 


da multiplicação de Z| X], a qual pode ser feita de maneira análoga 
à verificação da boa definição das operações de Z, (de acordo com a 
seção 6.2 de [14]; veja também o problema 1, página 177). 

Assim como em Z[X], dizemos que um polinômio f € Z,[X]N 40) 
como em (7.4) tem grau n se q, Æ 0, i.e., se p łan. Mais geralmente, 
se f € Z|X]  pZ[X], então f #0 e ðf < ðf. 

Os dois exemplos a seguir utilizam a multiplicação de polinômios 
em Zp|X] para provar propriedades interessantes de números binomi- 
ais. 


Exemplo 7.16. Se p é um número primo e k é um inteiro positivo, 
k 
prove que (2) é múltiplo de p, para 1 < j < pº. 


Prova. Pelo exemplo 1.41 de [14], já sabemos que (X +1)? = X? +I 
em Zp|X]. Por hipótese de indução, suponha que, para algum l € N, 
tenhamos provado que 


(X+1P=xº+41 


em Zp|X]. Então, aplicando sucessivamente o caso inicial e a hipótese 
de indução, obtemos 


(X +IP” = (X° +I) = (XP +I =X" 41 


Por outro lado, também temos 


(X +T" = X” + a xo RR ( xs Í, 


de modo que, para 1 < j < pf, temos (2) = (0; daí, p divide o número 
binomial g ). O 
Exemplo 7.17 (Romênia). Prove que o número de coeficientes bino- 


miais ímpares na n— ésima linha do triângulo de Pascal é uma potência 
de 2. 
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Prova. Seja (de acordo com o exemplo 5.12 de [10]) 
n = 20r 49% n 2 490 


a representação binária de n, onde O < aọ < a < +: < ak. Pelo 
exemplo 7.16, temos em Z|X]| que 


ATE = (XADM (x + DS 


A T q a (7.5) 
(XLII CAD aa (X T): 


Sendo S o conjunto dos números formados a partir de somas de 
potências distintas de 2, escolhidas dentre as potências 2º, 2ºk-1,..., 
2% e 2% temos pelo princípio fundamental da contagem e pela unici- 
dade da representação binária de naturais, que |S| = 2**!. por outro 
lado, efetuando os produtos da última expressão de (7.5), obtemos 


(X+1P=5 xX", (7.6) 


mes 


uma soma com exatamente 2**! parcelas. Mas, uma vez que a fórmula 
de expansão binomial fornece 


dem (T) h 2 XAT (7.7) 


comparando as expressões (7.6) e (7.7), concluímos que exatamente - 
9*+1 dentre os números binomiais da forma () (os quais compõem a 


n—ésima linha do triângulo de Pascal) são tais que (5) Æ 0, i.e., são 
ímpares. L 

Para definir a função polinomial associada a um polinômio f € 
Zp|X] temos que ter alguns cuidados. Note inicialmente que, se f € 
ZIX] e a,b € Z são tais que a = b(modp), então o item (c) da 
proposição 5.6 de [14] garante que 


f(a) = f(b) (mod p); 
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por outro lado, se f = g em Z,[X], vimos acima que existe h € Z[X | 
tal que f(X) = 9(X) + ph(X). Portanto, para a € Z, temos 


f(a) = gla) + ph(a) = g(a) (mod p). 


Proposição 7.19. Em Z| X], temos 


aE E EE o E E 


Prova. Como Ī,2,...,p— 1 são raízes de X”-!—TĪ em Zp (novamente 
Dado f € Z,|X], os comentários acima permitem definir a função | É pelo pequeno teorema de Fermat), o item (c) da proposição 3.3 ga- 
polinomial associada f : Zp — Zp pondo, para a € Z, l | rante que X?"! — 1 é divisível em Z,|X] pelo polinômio (X — 1)(X — 
Rs dE E JX- Mas, como ambos tais polinômios são mônicos e 

f@) = g(a), 8 À 2-1) P 


“É têm grau p-— 1, segue que 

onde g € Z|X] é qualquer polinômio tal que f = J. Obviamente d = z = a 

a aa a Ar a aa O q) [6 O O 

imagem de f é um conjunto finito, uma vez que o próprio Zp 0oé. f 

Doravante, sempre que não houver perigo de confusão, escreveremos | | i E 


(7.8) simplesmente como o g 
Em Z,|X], as definições e resultados da seção 7.1 mantém-se com- 


f@ = f(a). | 1 i pletamente. Em particular, podemos enunciar o seguinte teorema, 


l i cuja prova é totalmente análoga às provas das proposições 7.9 e 7.10. 
O exemplo a seguir mostra que, contrariamente ao que ocorre com 


polinômios sobre Q, R ou C, a função polinomial associada a um l | Teorema 7.20. Se p € Z é primo, então todo polinômio f € Zp X] \ | 
polinômio não nulo em Z,|X] pode ser identicamente nula. Em parti- | | : Zp pode ser escrito, de maneira única a menos de reordenação e asso- 
cular, não é mais válido que dois polinômios sobre Z, só terão funções 4 l criação, como produto de um número finito de polinômios irredutíveis 
polinomiais iguais quando forem eles mesmos iguais. | l sobre Zp| X]. 

Exemplo 7.18. O polinômio f(X) = X?’ — X € Z, |X] é claramente i l Como primeira aplicação do resultado acima, provamos, a seguir, 
um elemento não nulo de Z| X]. Por outro lado, denotando por f : I a existência de raízes primitivas módulo p.t Para o enunciado e prova 
Zp — Zp a função polinomial associada ao mesmo, temos pelo pequeno l | do mesmo, sugerimos ao leitor rever o material da seção 7.2 de [14]. 


t de F t a j1 l E ve 
corema de Fermat (veja [14]) que Teorema 7.21. Se p é um primo ímpar e d é um divisor positivo de 


f(a) =0 -4 =@ —a =], | p — 1, então a congruência 
para todo a € Zp. Assim, f é a função identicamente nula. | q" — 1 = 0 (mod p) (7.9) 
Sejam dados f € Z|X | eae Z. Como na seção 3.1, dizemos que | tem exatamente p(d) raízes de ordem d, duas a duas incongruentes 
a € Zp é uma raiz de f se f(a) = O. Uma rápida inspeção da prova módulo p. Em particular, p possui raízes primitivas. 


do teste da raiz mostra que o mesmo continua válido em Z,[X]. Em i | o a 
Para comodidade do leitor, recordamos que um inteiro a, não divisível por um 


1 primo p, é denominado uma raiz primitiva módulo p se p — 1 for o menor inteiro 
importante. É positivo k satisfazendo a congruência aë = 1 (mod p). 


particular, obtemos, a partir do exemplo acima, o seguinte resultado 
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Prova. Para d divisor positivo de p — 1, seja N (d) o número de raí- 
zes da congruência (7.9), com ordem d e duas a duas incongruentes, 
módulo p. Uma vez que as raízes da congruência (7.9) são os inteiros 
1,2,...,p— 1 e (pela proposição 7.2 de [14]) cada um de tais números 
-tem ordem igual a um divisor de p — 1, concluímos que 


N(d) =p-—1. 


O<dl(p—1) 


Portanto, se mostrarmos que N(d) < «o(d), seguirá da proposição 3.11 4 


de [14] que 


p-1= 5 NMd< 5 vqd=p-1 


O<dl(p—1) O<dl(p—1) | 


e, daí, que N(d) = (d), para todo divisor positivo d de p — 1. 
Seja, então, d um divisor positivo de p — 1. Se N(d) = 0, é claro 
que N(d) < (d). Senão, seja a um inteiro de ordem d, módulo p; 


então, as classes 1, q, ...,a” 1 € Zp são raízes duas a duas distintas 


do polinômio Xº — 1 € Z,|X]. Por outro lado, o corolário 3.8 garante | + 


que tal polinômio possui no máximo d raízes em Z,, de sorte que suas 


raízes são exatamente 1, q, ..., a”. Portanto, se a € Z for uma 


raiz de ordem d de (7.9), então q € Z, é raiz de Xº- 1 € Z,[X], de 


“sorte que q € (1,0,...,a” 1). Assim, as raízes de ordem d de (7.9) 
são exatamente os elementos de ordem d do conjunto (1,a,...,a” 
e, daí, 


N(d) = #{0 < k < d — 1; ord, (a) = d}. 


O item (c) da proposição 7.5 de [14] conta o número de elementos do 


segundo membro acima: como ordp(a) = d, temos 


ordp(a") = d «> = des mdc (d, k) = 1; 


S 
mdc (d, k) 
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portanto, 


#{0 < k < d— 1; ordp(a") = d} = 
= #0 <k <d- 1; mdc (d, k) = 1} 
= (d). 


Assim, N(d) = 0 ou y(d) e, em qualquer caso, temos N(d) < (d), 
conforme desejado. 

Para o que falta, basta notar que N(p — 1) = (p — 1), ou seja, 
há exatamente (p — 1) inteiros, dois a dois incongruentes, módulo 
p, e com ordem p — 1 = (p), módulo p; de outro modo, há exata- 
mente y(p— 1) raízes primitivas, módulo p, duas a duas incongruentes, 
módulo p (veja que este resultado concorda com a proposição 7.8 de 
[14]). O 


Terminamos esta seção exibindo mais uma aplicação da teoria de . 
polinômios sobre Z, à Teoria dos Números. 


Exemplo 7.22 (Miklós-Schweitzer). Se p > 3 é um primo tal que 
p = 3 (mod 4), prove que 


| (x° + yº) = 1 (mod p). 


p—1 
| I<rfy< y 


Prova. Em tudo o que segue, salvo menção em contrário os índices 
p—1 

2. 
Se P denota o produto do primeiro membro, então 


p= +) T+) TT (+ (F) 


xÆl1 12 pf Po 


e+ [e+] (2 + S 


Dar ado Diga RE 


dos produtórios apresentados variam de 1 a 


e qo tnstenqae ani, el al lala e das Ta emlioi ES ADE Fm dos E Sesi £ 
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—1 


Agora, para 1 < k < &=, denote por cy o inverso de k, módulo p, | 


Módulo p, tem-se 


Le +) E= e] Alar) E eie a). 


De fato, a primeira congruência é imediata e, para a segunda, basta 
observar que ((ckx)?; 1 < x < P7} é um conjunto de 2-1 resíduos qua- 
dráticos dois a dois incongruentes, módulo p; portanto, f(cpx)2; 1 < 
r < PZ} = {x?; 1 < x < 2, módulo p. 

Segue então que, módulo p, 


E zi 2 = 2 p=1 
pr (27) para. (2) (te +19)” 


ou, ainda, 
p—1 


=] TES 
p= (T+). 
Sejam a uma raiz primitiva, módulo p, e Q = [[(x2+1). Uma vez 
que fat. 1 < k < P=} é um conjunto de px resíduos quadráticos 
dois a dois incongruentes, módulo p, temos {@?; 1 < k < P=} = 
(22,1 < x <P), módulo p, de sorte que 


Q = [[(0*+1) e o p=0' (mod p). (7.10) 


A fim de calcular o resíduo de Q, módulo p, seja f € Z[X] definido 
por o 


F(X) = (X — 02X — 08)... (X — o?) 
de maneira que | 


Q=(-1)T f(-1)=-f(-1) (mod p) 


(aqui, utilizamos o fato de que p = 3 (mod 4) na segunda congruência 
acima). | 
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Agora, observe que 
aA a a A a T AOA a a A a T: 


Para 1 < i, j < P77, se af = —a! (mod p), então a” = a” (mod p), e 
segue de a ser uma raiz primitiva, módulo p, que 2i = 2j ou, ainda, 
i = j; mas, assim sendo, teríamos af = —a' (modp), o que é um 
absurdo. Então, o conjunto (ta, +a?,..., +a F} é um SCI”, módulo 
p, de sorte que coincide, módulo p, com (1,2,...,p — 1}. Portanto, 
denotando por f € Zp|X] a imagem de f pela projeção de Z[X] sobre 
Zp| X], temos 


HX)=(X-DX-Ded(X-p-D=x"!-1 


e, daí, 
fO)=XT -1 
Mas, como p = 3 (mod4), segue que 
Q=-H-D=-DT -1=2, 
i.e., Q = 2 (mod p). 
Por fim, substituindo essa informação em (7.10), obtemos a con- 
gruência PF p=9 (mod p) e, a partir dela, P = 1 (mod p). O 


Problemas — Seção 7.3 


1. * Fixado um primo p, verifique a boa definição das operações 
de adição e de multiplicação de Z,|X|. Mostre também que 
tais operações são associativas e comutativas, possuem elementos 
neutros respectivamente iguais a 0 e 1 e que a multiplicação é 
distributiva em relação à adição. 
“Recorde que um sistema completo de invertíveis (abreviamos SCI), módulo p, 
é um conjunto (a1,a2,...,Gp-1 de inteiros tais que, a menos de uma permutação, 
temos a; = j (mod p). 
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2. * Se f € Z|X] e a € Z é raiz de f, prove que a € Zp é raiz de 


fe Zp|X]. Em particular, conclua que, se q1,...,dk E Zp são | | 


as raízes de f, então existe 1 < j < k tal que a = a; (mod p). 


3. Ache, se houver, as raízes em Z do polinômio X° — 2X + 1 € 


4. Fatore X? +3 em Z7[X]. 


5. Mostre que o polinômio f(X) = X’ — 15X2+4 10X — 84 não tem 
raízes racionais. 


6. * Se p E Z é primo e f € Z[X], prove que f(X”) = f(XP. 


7. * Use a projeção 7: Z — Zp para provar que, se f,g € Z|X|  Z 
são polinômios primitivos (conforme a definição 7.11), então fg 
também o é. 


8. * Seja p > 3 primo e, paral<j<p-l,seja s;(1,2,...,p—1) 
“a j—ésima soma simétrica elementar dos números 1,2,...,p—1. 
Prove que: 
(a) Para 1 < j < p — 2, temos s;(1,2,...,p— 1) = 0 (mod p). 
(b) Saa, ...,p— 1) = —1 (mod p). 
9. * Se a, b e c são as raízes complexas do polinômio X? — 3X? +1, 


mostre que, para todo n € N, a soma a” + b” + c” é inteira e 
deixa resto 1 quando dividida por 17. 


7.4 Irredutibilidade de polinômios 


Até o momento, não temos à disposição modo algum de.determinar 
se um dado polinômio é ou não irredutível. E claro que, em exemplos 


práticos, pode-se, às vezes, utilizar para tal fim o método direto, qual ` 
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seja, escrever um polinômio dado f (digamos em Z|X]) como produto 
de dois outros g e h e, resolvendo o sistema de equações resultante 
nos coeficientes de g e h, obter uma fatoração para f ou chegar a 
uma contradição. A seguir, exemplificamos tal procedimento (veja, 
também, os problemas 1 e 2). 


Exemplo 7.23. Prove que f(X) = X*+10Xº+45X+1993 é irredutível 
sobre Q. | 


Prova. Pelo lema de Gauss, é suficiente mostrar que f não pode ser 
escrito como produto de dois polinômios não constantes e de coefi- 
cientes inteiros. Para tanto, observe inicialmente que 1993 é primo 
(pelo critério de Eratóstenes, por exemplo): portanto, pelo critério de 
pesquisa de raízes inteiras, as possíveis raízes inteiras de f são +1 ou 
+1993, e uma verificação direta garante que f não possui raízes in- 


teiras. Resta, pois, descartarmos a possibilidade de fatoração de f na 


forma 
f(X) = (X? + aX +b)(X? +eX +d), 


com a,b,c,d € Z. Se tal ocorrer, então, desenvolvendo o produto do 
segundo membro e igualando os coeficientes obtidos aos corresponden- 
tes do primeiro membro, obtemos o sistema de equações 


a+c= 10 
ac+b+d=0 
ad + bc = 5 
bd = 1993 


A quarta equação, juntamente com a primalidade de 1993 e a sime- 
tria da fatoração de f, nos fornecem as possibilidades essencialmente 
distintas (b, d) = (1,1993) ou (—1, —1993). Portanto, a primeira e a 
terceira equações fornecem um dos sistemas de equações 


as c=10 a+c=10 
a + 1993c = 5 a + 1993c = —5 - 
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Por fim, é imediato verificar que nenhum de tais sistemas possui solu- 
ções inteiras. O 


Conforme atestam os cálculos executados no exemplo acima, a ve- 
rificação, pelo método direto, de que um polinômio f € Q|X] dado 
é irredutível sobre Q esbarra em dificuldades computacionais consi- 
deráveis, mesmo no caso em que f tem coeficientes inteiros e grau 
pequeno. Faz-se, pois, necessário desenvolvermos técnicas apropriadas 
ao tratamento de questões ligadas à irredutibilidade de polinômios. 
Nesse sentido, comecemos com o seguinte resultado. 


Proposição 7.24. Sejam f € Z|X] primitivo e mônico ep E Z primo. 


(a) Se f € Z |X] é irredutível em Z,[X], então f é irredutível em 
ZIX]. | 


(b) Se f(X) = (X —- DA(X), com fı € Z |X] irredutível, então 
“ou f é irredutível em Z|X| ou f tem uma raiz a € Z tal que 
a = a (mod p). 


Prova. 
(a) Por contraposição, suponha f(X) = g(X)h(X), com g,h € Z|X|N 
Z mônicos. Então, f(X) = 9(X)h(X), com dg = ðg e ðh = ðh. 


(b) Suponha f redutível, digamos f(X) = g(X)h(X), com g,h € 


ZIX] \Z mônicos. Então, ôg = 09, Əh = 0h e 
(X = a) f(X) = J(X)h(X). 


Mas, uma vez que f, é irredutível em Z,|X], segue do teorema 7.20 
que J ou h deve ser associado a X — qe, daí, que Og = 1 ou 0h = 1. 
Suponha, sem perda de generalidade, que Og = 1. Então, g(X) = 
X —ū eg (logo, f) tem uma raiz œ € Z. Por fim, é claro quea = a. O 
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Exemplo 7.25. Seja p E Z primo e k E N tais que p = 5(mod6) e 
kp+1 é primo. Prove que f(X) = Xº+pXº+pX +kp+1 é irredutível 
em Z|X]. 


Prova. Projetando em %|X], temos 
O) =X +1=(X+1)(Xº - X +17). 


Afirmamos inicialmente que —1 é a única raiz de f em Zp. De 
fato, se f(a) = 0, então q? E 


aĉ = 1 (mod p), de maneira que 


—1 (mod p); assim, 


= —l e, daí, a 


ord p(a) | mdc (6,p — 1) = 2, 


i.e., ordp(a) = 1 ou 2. Mas, como ordy(a) = 1 > q = 
não é raiz de f, devemos ter ordp(a) = 2. Então, a? = 1 (modp) e 
a 1 (mod), de sorte que a = —1 (mod p) ou, ainda, q = —1. 

Segue da afirmação acima que Xº— X +1 não tem raízes em Z,[X] 
e, portanto, é irredutível em Z,[|X]. A proposição anterior assegura, 
então, que ou f é irredutível em Z|X]| ou f tem uma raiz a € Z tal 
que a = —1 (mod p). Mas, pelo critério de pesquisa de raízes racionais 
(proposição 3.16), uma raiz a de f deve dividir kp + 1, que é primo, 
de forma que a = —1 ou a = —(kp + 1). Testando tais possibilidades, 
obtemos uma contradição. O 


Observação 7.26. Firado p E N, estabeleceremos na seção 8.2 a 
existência de infinitos k E Z tais que kp + 1 seja primo. 


O teorema a seguir e, mais precisamente, seu corolário, o critério 
de Eisenstein, se constitui em poderoso aliado na tarefa de garantir 
a irredutibilidade de certos polinômios. 


Teorema 7.27 (Eisenstein). Seja f(X) = aX" +--+ aıX +a 
um polinômio de grau n > 1 e com coeficientes inteiros. Sejam ainda 
peZ primoel<k<n inteiro tais que: 


(a) p | ao, Q1,- - , Qk. 


(b) p° {ao e pt an. 
Se f = gh, com g,h € Z|X], então ao menos um dentre g e h tem 
grau maior ou igual a k + 1. 
Prova. Se f(X) = g(X)h(X), com g(X) = b, X" +--+ b e h(X) = 
CX: +- + co polinômios em Z/[X], então an = bic; e ao = boco. 
Portanto, 

p { an = p | brs = p f br e pt cs, 
de maneira que, em Z,[X], temos f(X) = 9(X)h(X), com dg = ôg = 


r e ðh = ðh = s. Ademais, se X | g(X) e X | A(X) em Zp| X], | 


então p | bo e p | co em Z, de sorte que p° | boco = ao, O que é um 
absurdo. Portanto, em Z,|X], o polinômio X divide no máximo um 
dos polinômios g ou h, e segue de | 
00h) = F(X) =X" + tmn X" 
= (nX FI 4 + TX! 


que X*+! | g(X) ou XH | h(X). Logo, r>k+1lous>k+1. O 


Corolário 7.28 (Eisenstein). Seja f(X) = aX”"+---+aX+Haç um 
polinômio de grau n > 1 e com coeficientes inteiros. Se existe p E€ Z 
primo tal que p | a9,01,...,0n-1, PP f ao eptan, então f é irredutível 


em Q|X]. 


Prova. Pelo teorema anterior, se f(X) = g(X)h(X), com g,h € 
Z/X], então Og > n ou Oh > n, de maneira que h ou g é constante. 
Assim, f não pode ser escrito como o produto de dois polinômios não 
constantes de coeficientes inteiros, e segue do lema de Gauss que f é 
irredutível em Q|X]. | E 


Colecionamos, no exemplo a seguir, uma aplicação clássica do co- 
rolário acima, a qual será reobtida, por outros métodos e em maior 
generalidade, na seção 8.2. 
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Exemplo 7.29. Sep e Z é primo e fe Z|X] é o polinômio definido 
por | | 
MO) =X Xp. EL (7.11) 


então f é irredutível sobre Q. 


Prova. Observando, inicialmente, que f(X) = g(X)h(X) se, e só se, 
HX+D = 9(X + 1)h(X + 1), concluímos ser suficiente provar que 
f(X + 1) é irredutível em Q|X]. Mas, como (X — DHX) = X’ - 1, 
temos 


XHX+1) =(X+1?7—1 


a(s) 
1 p— 1 


F(X +1) =X! 4 (xr os al 


Agora, lembre-se (conforme exemplo 1.41 de [14]) de que p | (?), para 
1 < k < p-— 1, de modo que podemos aplicar o critério de Eisenstein - 


com o primo p para concluir pela irredutibilidade de f(X + 1) em 
Q/X]. C 


e, daí, 


Em que pese a teoria desenvolvida acima, frequentemente estabe- 
lecemos a irredutibilidade de um certo polinômio por intermédio de 
métodos ad hoc. Vejamos alguns exemplos. 


Exemplo 7.30 (Romênia). Seja f E€ Z|X| um polinômio mônico de 
grau n > 1, tal que f(0) = 1. Se f tiver pelo menos n — 1 raízes 
complexas de módulo menor que 1, prove que f será irredutível em 


Q[X]. 


Prova. Pelo lema de Gauss, basta mostrar que f é irredutível em 


Z|X]. Suponha, pois, f = gh, com g,h € Z|X| 1 Z. Sem perda de 


generalidade, podemos supor g e h mônicos. De g(0)h(0) = 1, temos 


184 | Fatoração de Polinômios 


g(0), h(0) = +1. Por outro lado, pelas relações de Girard (vide a 
proposição 4.6), o módulo do produto das raízes complexas de f é igual 
a 1, de modo que, pelas hipóteses do enunciado, f tem exatamente uma 
raiz complexa de módulo maior que 1. Portanto, um dos polinômios g 
ou h, digamos g, tem somente raízes complexas de módulo menor que 
1. Mas, uma vez que g é mônico e |g(0)| = 1, temos, novamente pelas 
relações de Girard, que o módulo do produto das raízes de g é igual a 
1, o que é uma contradição. O 


Observação 7.31. Polinômios f € Z[X] satisfazendo as condições 
do lema acima podem ser facilmente construídos. Por exemplo, seja 


f(X) = an X” +an-1 X"! +- - -+a X +a € Z[X] tal que 
|an-1| > |an| + |an-2| + [an-3| + -+ - + laol.. 
Se |z| = 1, então 


|f (2) — ani | = Jan?” + an-22"? +--+ az + aol 


< |an| + [an-2| E dir jar | T [ao] 
a 


X lüni = (Opa 


Em particular, f não se anula sobre o círculo |z| = 1 do plano com- 
plexo, e um teorema da teoria de funções analíticas f : C +» C (o 
teorema de Rouché - veja a seção VI.4 de [50], por exemplo) garante 


que f possui exatamente n — 1 raízes complexas de módulo menor que 
e 


Exemplo 7.32. Sejam n > 1 um inteiro ímpar e q,...,am inteiros 
dados, dois a dois distintos. Prove que o polinômio 


HX)=(X -a)(X — as)... (X —a,)-—1 


é irredutível em Q|X]. 
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Prova. Pelo lema de Gauss, basta mostrar que f não pode ser escrito 
como produto de dois polinômios não constantes e de coeficientes intei- 
ros. Suponha, por contradição, que fosse f = gh, com g e h polinômios 
mônicos, de coeficientes inteiros e não constantes. Como 


g(a;)h(a;) = f (a;i) = —1 


e g(a;), h(a;) E Z, deve ser g(a;) = 1 e h(a;) = —1, ou vice-versa: em 
qualquer caso, temos g(a;) + h(a;) = 0. Agora, defina f = g + hR. 
Como g e h são mônicos, fı não é identicamente nulo. Então, 


Ofi < max{0g, ðh} < ðf =n, 


de maneira que fı admite, no máximo, Of; < n raízes distintas. Mas, 
como fi(a;) = 0 para 1 < i < n, chegamos a uma contradição. O 


Problemas — Seção 7.4 


1. Use o método direto, descrito no início desta seção, para provar 
que o polinômo Xº — X? + 1 é irredutível em Z[X]. 


2. * Também com o auxílio do método direto, mostre que o poli- 
nômio f(X) = X’ — X*+ — 4X? + 4X? + 2 é irredutível sobre 
Q. 


3. Um polinômio de coeficientes reais é dito positivamente redutí- 
vel se puder ser expresso como produto de dois polinômios não 
constantes, cujos coeficientes não nulos são reais positivos. Seja 
f um polinômio de coeficientes reais tal que, para algum n E N, 
o polinômio f(X”) é positivamente redutível. Mostre que f é 
positivamente redutível. 


186 


Fatoração de Polinômios 


4. Sejam n > 1 inteiro e ay,..., a, inteiros positivos dados, dois a 


dois distintos. Prove que o polinômio 
f(X) = (X -a)(X — a2)...(X —-a)+1 
é redutível em Q|X] somente nos seguintes casos: 


(a) F(X)=(X -a(X -a -2) +1. 
(b) HX)=(X -a (X —a-1)\(X-a-2)\(X-a-3)+1. 


. Sejam p um primo ímpar, f(X) = 2X?! — 1 e g(X) = (X — 


1)\(X—2)...(X—p+1). Prove que ao menos um dos polinômios 
f(X)—g(X) ou f(X) — g(X) + p é irredutível em Z[X]. 


(IMO.) Prove que o polinômio de coeficientes inteiros X” + 
5X"-1 + 3 é irredutível em Z[X]. 


Sejam p € Z primo e f(X) = annXPH +--+ an X” ++ 


a X + ao um polinômio de coeficientes inteiros satisfazendo as 
seguintes condições: 


(a) p° | ao, a1,- -, an. 
(b) P | An+1, An+2,; + ++ M2r- 
(c) pé | ao e pf ama. 


Mostre que f não pode ser escrito como o produto de dois po- 
linômios não constantes e de coeficientes inteiros. 


(Romênia.) Seja p E€ Z um número primo. Se f(X) = aX” + 
an X"TI+...+ayX-+aç é um polinômio de coeficientes inteiros, 
com |ao| = p e tal que |an| + lan-1| +--+ |a| < p, prove que f 
é irredutível sobre Q. 
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9. (Romênia.) Seja f(X) = an X” +: : :-+a1X +ao um polinômio não 
constante de coeficientes inteiros. Se |ao| > |a| + l|a2| +--+ lanl 
e ao] < Van] + 1, prove que f não pode ser escrito como 
o produto de dois polinômios não constantes e de coeficientes 
Inteiros. 


10. (Romênia.) Seja N = A4/U A,U-- -UA, uma partição do conjunto 
dos números naturais em k conjuntos não vazios. Dado m € N, 
prove que existe 1 < j < k tal que podemos construir infinitos 
polinômios f satisfazendo as seguintes condições: 


(a) Of =m. 
(b) Os coeficientes de f pertencem ao conjunto Aj. 
(c) f não pode ser escrito como o produto de dois polinômios 


não constantes de coeficientes inteiros. 


11. * Sejam f um polinômio de coeficientes inteiros e grau n, e 21, 
..., Zn aS raízes complexas de f. 


(a) Se Re(z;) < 0 para 1 < i < n, prove que todos os coeficien- 
tes de f têm um mesmo sinal. 


(b) Prove o teorema de Pólya-Szegô ĉ: suponha que existe 
m E Z tal que f(m) é primo, f(m—1) # 0 em > 5+Re(z;), 
para 1 <i < n. Então, f não pode ser escrito como produto 
de dois polinômios não constantes e de coeficientes inteiros. 


12. (BMO.) Sejam n > 1 inteiro e ao,0m,...,Gn-1,m naturais tais 
que an # 0 e0 < a; < 9, para 0 <i <n. Se f(10) é primo, 
prove que f é irredutível sobre Z. 


é Após os matemáticos húngaros do século XX George Pólya e Gábor Szegö. 
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CAPÍTULO 8 


Números Algébricos e Aplicações 


Neste capítulo, invertemos o ponto de vista adotado no capítulo 


3. Mais precisamente, fixamos um número complexo z e examina- 


mos o conjunto dos polinômios f € C[X] tais que f(z) = 0. Como 
subproduto de nossa discussão, damos uma prova distinta da apresen- 
tada em [26| para o fechamento, em relação às operações aritméticas 
usuais, do conjunto dos números complexos que são raízes de polinô- 


mios não nulos e de coeficientes racionais. Por outro lado, a análise 


2 . i , a 
do caso em que z € C é uma raiz n—ésima da unidade nos leva ao 


estudo dos polinômios ciclotômicos e permite dar uma prova parcial 
de um famoso teorema de Dirichlet sobre a infinitude de primos em 
progressões aritméticas. 


189 


190 Números Algébricos e Aplicações 


8.1 Números algébricos 


Um número complexo a é dito algébrico sobre Q se existir um 
polinômio f € QIX] \ {0} tal que f(a) = 0. Um número complexo 
que não é algébrico sobre Q é dito transcendente sobre Q. 

É possível provar (e o faremos na seção 8.3) que nem todo número 
complexo é algébrico, i.e., que o conjunto dos números transcendentes 
é não vazio. Por outro lado, é claro que todo racional r, sendo raiz do 
polinômio X — r € Q/X] \ {0}, é algébrico sobre Q. Colecionamos, a 
seguir, alguns exemplos menos triviais de números algébricos sobre Q. 


Exemplo 8.1. Sejam r QL en EN. Sew é uma raiz n— ésima da 
unidade, então X/rw é algébrico sobre Q, uma vez que tal número é 
raiz do polinômio não nulo de coeficientes racionais X” — r. 


Poderíamos definir, aliás de modo óbvio, o que se entende por um 
número complexo a ser algébrico sobre R. Contudo, esse não é um 
conceito interessante, uma vez que todo complexo é algébrico sobre R. 
De fato, dado um complexo não real œ = a + ib, temos que a é raiz 
do polinômio não nulo 


HA) = (X — (a + bi))(X — (a — bi)) 


=Xº-2X+(0º+b) € RIX]. 


Por essa razão, sempre que considerarmos um número algébrico sobre 
Q, diremos simplesmente que se trata de um número algébrico. 
Se um complexo a for algébrico, o conjunto 


Aa = {Ff € Q[X] \ {0}; Fla) = 0) 


é, por definição, não vazio. Então, também é não vazio o conjunto 
de inteiros não negativos {0 f; f € Aa}, de modo que existe pa E€ Aa 
mônico e de grau mínimo. Temos, pois, a definição a seguir. 
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Definição 8.2. Dado a algébrico sobre Q, um polinômio pa € Q|X] \ 
{0}, mônico, de grau mínimo e tendo a por raiz é denominado um 
polinômio minimal de a. 


A proposição a seguir e seus corolários colecionam as propriedades 
mais importantes de polinômios minimais de números algébricos. 


Proposição 8.3. Se a é algébrico sobre Q e pa é um polinômio mi- 
nimal de a, então: 


(a) pa é irredutível sobre Q. 
(b) Se f e Q|X] é tal que f(a) = 0, então pa | f em Q|X]. 
Em particular, pa é unicamente determinado por a. 


Prova. 

(a) Se fosse pa = fg, com f e g não constantes e de coeficientes racio- 
nais, então f e g teriam graus menores que o grau de py e ao menos 
um deles teria a por raiz, uma contradição à minimalidade do grau de 
Po: Logo, pa é irredutível sobre Q. 


(b) Pelo algoritmo da divisão, existem polinômios q,r € Q|X] tais que 
f(X) a Pal X )qa(xX) i r(X), 
com r = 0 ou 0 < ðr < pa. Se r 0, então 


r(a) = f(a) — Pala)gla) = 0, 


com Or < pa, novamente contradizendo a minimalidade do grau de 
Da. Logo, r = 0 e, daí, pa | f em Q|X]. 

Por fim, se pa € qa São polinômios minimais de a, segue do item 
(b) que pa | qa € qa | Pa em Q|X]. Mas, como pa e qa são ambos 
mônicos, temos pa = fa- L 
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Graças à proposição anterior, dado a € C algébrico, podemos nos 
referir a pa como o polinômio minimal de a. 


Corolário 8.4. Sea E C é algébrico e f e QIX] 10 é um polinômio 
mônico, irredutível e tal que f(a) = 0, então f = pa. 


Prova. Pela proposição anterior, pa divide f em Q|X]. Mas, como f 
é irredutível, deve existir um racional não nulo c tal que f = cpa. Por 
fim, como f e py são mônicos, devemos ter c = 1. go 


Corolário 8.5. Se f € Q|X] \ Q é irredutível, então f não possui 


raízes múltiplas. 


Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade, que f é mônico. 
Se algum a € C fosse raiz múltipla de f, então a proposição 3.31 
garantiria que œa também seria raiz da derivada f' de f. Mas, como 
f e QUX| \ {0} é mônico e irredutível, o corolário 8.4 garantiria que f 
é o polinômio minimal de a. Portanto, teríamos, pela proposição 8.3, 
que f | fem Q/X], contradizendo a desigualdade ðf > ðf". o 


Colecionamos, agora, alguns exemplos de aplicação da proposição 
8.3 e de seus corolários. 


Exemplo 8.6. Sejam f um polinômio não constante de coeficientes 
racionais e a um número real tal que a? — 3a = f(a) — 3f (a) = —1. 
Prove que, para todo inteiro positivo n, tem-se 


f(a} -3f™(a) = —1, 


onde f™) denota a composição de f consigo mesmo n vezes. 
; 2 


Prova. Se g(X) = X?’ — 3X + 1, então Og = 3 e, pelo critério de 
pesquisa de raízes racionais (a proposição 3.16), g não tem raízes ra- 
cionais. Portanto, pelo problema 3, página 163, g é irredutível sobre 
Q. Daí, o corolário 8.4 garante que g é o polinômio minimal de a. 
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Por outro lado, como estamos supondo que o polinômio go f tam- 
bém tem a por raiz, a proposição 8.3 garante que g divide go f em 
Q/X], digamos (go f)(X) = g(X)u(X), para algum u(X) e Q|X]. 

Por fim, suponha que tenhamos provado que g(f*(a)) = O para 
algum k > 1. Então 


(1H (0)) = (g 0 N(F(0)) = g(fF*(a))u(f*(a:)) = 0, 
e nada mais há a fazer. 0] 


O exemplo 7.29, em conjunção com o corolário 8.4, garante imedi- 
27 


atamente que, se p é primo e w = cis PE então o polinômio minimal 


de w é 
WAIS AX A A E 
O próximo exemplo utiliza este fato para dar uma bela prova alterna- 


tiva do exemplo 6.4 de [14], devida ao matemático búlgaro N. Nikolov. 


Exemplo 8.7 (IMO). Seja p um primo ímpar. Calcule quantos sub- 
conjuntos de p elementos do conjunto {1,2,...,2p} são tais que a 
soma de seus elementos é divisível por p. 


Solução. Se w = cis r então w? = 1 e segue, daí, que 
p p 
(xº - 1}? =| [X-A] [(X — wº) 
j=1 j=1 
p 2p 
= [x =) T[(x =) 
j=1 j=p+1 
2p 
=1(X-—w?). 
j=1 


Calculando o coeficiente de X? em ambos os membros da igualdade 
acima e lembrando que p é ímpar, concluímos que 


J= SU a (8.1) 


{j1 jp }CI2p 
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onde a soma acima se estende a todos os subconjuntos de p elementos, 
(jr, ..s jo), de Ip = (1,2,...,20) 


Por outro lado, se, para O < k < p—1, denotarmos por Cg o número -A a 


de conjuntos de p elementos (71,...,Jpy C Lp, tais que ji +--+ jp = 
k (mod p), então w? = 1 garante que o segundo membro de (8.1) é 
igual a SE e c;w", de sorte que 


Segue do que fizemos acima que w é raiz do polinômio de coefici-. 


entes inteiros f(X) = a CX" — 2. Note ainda que c, 1 Æ 0, uma 
vez que o conjunto 


= pal a 
(Lp-L2p-23p-3,.., 55,8 5>,2p—1] 


tem p elementos e a soma dos mesmos é congruente a p — 1, módulo 
p. Portanto, Of =p — 1. | 

Mas, como o polinômio minimal de w é pu (X) = XP 14... +X41, 
o item (b) da proposição 8.3 garante que f é um múltiplo inteiro de 
Pv, digamos f = cpu, com c € N. Em particular, comparando os 
coeficientes de ambos os membros dessa igualdade, concluímos que 


Co — 2 = G = + = Cpi = C. 


A fim de calcular o valor de c, note que co + c1 +--:+cp-1 é igual 
ao número de subconjuntos de p elementos de Lp, de maneira que 


| | 2p 
pe r2= ata FtG Bi 


Logo, 
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Exemplo 8.8 (Romênia). Seja f € Z[X] um polinômio mônico, de 
grau impar maior que 1 e irredutível sobre Q. Suponha ainda que: 


(a) f(0) é livre de quadrados. 


(b) As raízes complexas de f têm módulo maior ou igual a 1. 


Prove que o polinômio F € Z[X], dado por F(X) = f(Xº), também é 
irredutível sobre Q. 


Prova. Por contradição, suponha que F é redutível sobre Q. Então, 
segue do problema 2, página 168, a existência de polinômios g,h € 
Z|X|, mônicos, não constantes e tais que F = gh. Como OF = 30f e 
Of é ímpar, segue que OF também é ímpar. Portanto, o problema 4, 
página 75, garante que F admite uma raiz real a. 

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a é raiz de g e que 
g é irredutível sobre Q. De fato, se a for raiz de g mas g for redutível 
sobre Q, basta tomar o fator mônico e irredutível de g que tem a por 
raiz, utilizando em seguida o resultado do problema 2, página 168, 
para concluir que tal fator irredutível tem coeficientes inteiros. 

Nas condições do parágrafo anterior, sabemos que g é o polinômio 
minimal de a sobre Q. Agora, se w é uma raiz cúbica de 1, com w £ 1, 
então 


0 = F(a) = f(0º) = f((aw)?) = F(aw) = g(aw)h(au). 
Temos, pois, de distinguir dois casos: 
(i) glaw) = 0: como (pelo problema 2, página 74) as raízes não reais 
de um polinômio de coeficientes reais ocorrem aos pares complexo- 
complexo conjugado, temos que QW = aw? também é raiz de g. Agora, 


agrupando na expressão de g os monômios com expoentes das formas 
3k, 3k + 1 e 3k + 2, podemos escrever 


g(X) = a( X?) + Xb(X*) + X2e(Xº), (8.2) 
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com a, b e c de coeficientes inteiros. Logo, 
ala?) + abla?) + cela”) = gla) = 0, 


a(o?) + awb(a?) + a°w cla?) = glaw) = 0, 


ala?) + aw bla?) + awella?) = glaw’) = 0. 


Considerando as três igualdades acima como um sistema linear de 
equações em a(a?), b(a’) e c(a), não é difícil mostrar que afa’) = 


b(a?) = c(a?) = 0. Assim, sendo p o polinômio minimal de aë sobre | 


Q, segue da proposição 8.3 que p divide a, be cem Q|X] e, portanto 
(novamente pelo problema 2, página 74), em Z|X]. Segue de (8.2) que 
p(X*) divide g(X). Mas, como g é mônico e irredutível, concluímos 
que g(X) = p(Xº). Agora, sendo g um polinômio em X, segue 
novamente de (8.2) que b, c = 0 e, daí, que 


F(X’) = F(X) = g(X)h(X) = d(XJA(X). 


Tal igualdade, por sua vez, implica que h também deve ser um po- 
linômio em X’, digamos h(X) = I(Xº), com l € Z[X]. Finalmente, 
temos f(X?) = a(X’)I( X?) e, daí, f = gl, com 09,01 > 1. Mas isto 
contraria a irredutibilidade de f. 


(ii) hlaw) = 0: como no item (i), concluímos que h(aw?) = 0. Seja, 
ainda como acima, 


h(X) = a( X’) + Xb( X’) + X’ X’), 
com a, b e c de coeficientes inteiros. Então, 


ala?) + awb(a’) + atwtc(a”) = hlaw) = 0 
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Multiplicando a primeira dessas igualdades por w e subtraindo a 
segunda do resultado, obtemos 


ala?) — a°c(a?) = 0. 


Mas, como g é o polinômio minimal de a sobre Q, invocando nova- 
mente a proposição 8.3, concluímos que g divide a(X*) — X2c(X*) em 
Q/X] e, logo, em Z[X] (pela observação 2.11, uma vez que g € Z[X] e 
é mônico). Fazendo X = 0, concluímos que g(0) deve dividir a(0) em 
Z. Sendo a(0) = g(0)m, com m € Z, segue que 


F(0) = g(0)h(0) = g(O)a(0) = g(0)?m. 


Uma vez que f(0) é livre de quadrados, segue que g(0) = 1. 
Portanto, sendo 21, ..., Zķ as raízes complexas de g, segue das relações 
de Girard que 


1 = |g(0)| = Iza]... |x. (8.3) | 


Por outro lado, como 


Pe) Pe) =al) =n, 


segue do item (b) do enunciado que |z;] > 1 e, portanto, |z;| > 1, 
para 1 < j < k. Coligindo tal informação com (8.3), concluímos que 
|z;)= 1, para 1 < j < k. Em particular, |a| = 1 e, sendo a real, 
devemos ter œ = +1, de sorte que a? = +1. Mas, como f é irredutível 
sobre Q e f(a?) = 0, terímos f(X) = X + 1, contrariando o fato de 
que Of > 1. O 


O restante desta seção é destinado a apresentar uma demonstração 
de que o conjunto dos números complexos algébricos é fechado para 
as operações de adição, subtração, multiplicação e divisão (por um 
divisor algébrico não nulo). Começamos com o seguinte resultado. 


Teorema 8.9. Se a, B E C \ {0} são algébricos, então a + 8 também 


2 


OE. 
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Prova. Sejam a = q1,...,Qm as raízes complexas de Pa e 5 


B1,..., Bn aquelas de pg, de modo que 


PaX) = Te = cs e po(X) = Lx — 89. 
Defina 
F(X, Xi,- --; Xm) - [Io - ed) Tests Xi) 


= X™ So fX- Xm) X", 


para certos polinômios fo,..., fmn-1 E QIX,,... , Xm] (uma vez que 


ps € QUX]). 


Se o é uma permutação de Im, então 


Ja, Xo)» eoi Be = Į [psx = Xo(i)) = BEZOS = Xi) 
i=l 1=1 
= f(X, Xi, ... Am) 
ou, ainda, 
mn—l mn—l E 
SE >. f(X), e PE O D G SA A >, f(X, AmA 
k=0 k=0 


Portanto, temos 
fel Xot) ++, Xotm)) = f(X i- - Xm), 


para todos 0 < k < mn -— 1 ezg, de sorte que f; é um polinômio 
simétrico em X4, ..., Xm, para 0 < k < mn- 1. 
O teorema de Newton 4.12 garante, então, a existência de um 


polinômio gy € Q[X1,..., Xm] tal que 


fk(Xı, Ji qe = gk(S1, bea Sea) 
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onde s1, ..., Sm E Q/X,... 
tares em X4,... 


, Xm] são os polinômios simétricos elemen- 
, Xm- Em particular, 


filar,- -, Om) = gk(S1(@i), ---, Smlai)) E€ Q, 


uma vez que 
Pal X) = X” — si(a) X! +--+ (—1)”smla@i) E€ Q|X]. 


Assim, se h( X) = f(X, @1,...,@m), então, por um lado, 


mn— 1 


hX) =X" + X` filar... , Om) X" € QU] 
k=0 


e, por outro, 


X) = | [2% -œ = [J [(X - a- b;). 
1=1 1=1 9=1 


Logo, h é um polinômio não nulo de coeficientes racionais, tal que 
h(a + 8) = 0, o que garante que a + 8 é algébrico. E 
Observação 8.10. Suponha que papa E Z|X]. Então, nas no- 
tações da demonstração acima, temos si(a;), 


És Sm( Oi) € /, e 
fk € Z|X,,...,Xm) para 0 < k < mn — 1. Portanto, segue nova- 


mente do teorema de Newton que gk E€ Z|X1,..., Xm] e, daí, que 


Jelai,- Gm) = gelsi(a;), Sm(Qi)) E Z, 


para 0 < k < mn — 1. Portanto, h € Z|X] e segue do problema 4 que 
Pa+8 E ZIX]. 


Para mostrar que o conjunto dos números algébricos é fechado para 
produtos e quocientes, precisamos do seguinte resultado auxiliar. 


Lema 8.11. Sea £0 é algébrico, então a ! e a? também o são. 
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Prova. Seja f(X) =X” + an-1 X"! +--+ aX + a € QIX] \ Q 
tal que ao Æ 0 e f(a) = 0. Então, g(X) = ao X” +a X"™t +--+ 


an-1X + an é um polinômio não constante de coeficientes racionais, e É 


é imediato verificar que g(o”!) = 0. 
Para a2, observe que existem polinômios u e v de coeficientes ra- 
cionais, não ambos nulos e tais que 


F(X) = u(X?) + Xu(X?. 


Sendo h(X) = u(X)? — Xv(X)2, temos h € Q[X] \ {0} e 


E 


Teorema 8.12. Se a, 8 E€ C\{0} são algébricos, então aß e g também 
o 840. 


Prova. Pelo lema anterior, a” e 8º são algébricos. Mas, como já 


sabemos que a + £ é algébrico, segue novamente do lema anterior que 
(a + 8)? também o é. Agora, uma vez que 


aß = >((0+ BP — 02 p), 


duas aplicações do teorema 8.9, juntamente com o resultado do pro- 
blema 1, garantem que ap é algébrico. 

Para o que falta, observe que 3 =Q: DÊ com 3 algébrico (pelo 
lema anterior). Portanto, a primeira parte acima garante que 3 é 


algébrico. 
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Problemas — Seção 8.1 


1. * Se r é um racional não nulo e a Æ 0 é um complexo algébrico, 
prove diretamente (i.e., sem recorrer ao teorema 8.12) que ra 
também é algébrico. | 
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2. Dado n € N, prove que cos | é um número algébrico. 


3. Sejam p primo en € N. Prove que o polinômio minimal de 4/p 
é MMX) =X" —»p. 


4. * Seja a € C algébrico. Se existe f € ZIX] \ Z mônico e tal que 
f(a) = 0, prove que pa € ZX]. 


5. (a) Sejam a, be c inteiros positivos. Prove que: 


(i) va + vb + Vc é raiz de um polinômio mônico e de 
coeficientes inteiros. 
(ii) Seya+vb+ vc é Z, então Va+b+ yc é irracional. 


(b) Generalize os itens (i) e (ii) para vb; + bo + -+ + vbn, 
onde b4,b5,...,b, são inteiros positivos. 


6. (OBM.) Prove que o polinômio f(X) = Xº-X*-4Xº 44X? +92 
não admite raízes da forma </r, onde r é um racional e n > 1 é 
um natural. 


7. Dê uma prova análoga à do teorema 8.9 para mostrar que af é 
algébrico sempre que & e 5 o são. 


8.2 Polinômios ciclotômicos 


À teoria de polinômios sobre Zp, p primo, nos permite apresentar 
algumas das propriedades elementares de uma classe muito importante 
de polinômios, conhecidos como ciclotômicos. Como subproduto do 
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estudo que faremos aqui, mostraremos que os polinômios ciclotômi- 
cos são exatamente os polinômios minimais das raízes complexas da 


unidade. 


m consideraremos, no que se- 


gue, as raízes n—ésimas da unidade da forma wf, com 1 < k < n e 
mdc (k,n) = 1. Tais raízes são ditas primitivas, e é imediato que 
há exatamente y(n) de tais raízes, onde y : N — N é a função de 
Euler. Dados m,n € N, sempre que não houver perigo de confusão 


denotaremos seu mdc escrevendo simplesmente (m,n). 


Sendo n um natural e w, = cis 


Definição 8.13. Para n € N, o n—ésimo polinômio ciclotômico 
é o polinômio 
Ba(X)= [| (X —wb). (8.4) 


I<k<n - i 
(k,n)=1 


Segue da definição acima que d, é mônico e ð, = y(n). A 
proposição a seguir coleciona outras propriedades elementares de &,. 


Proposição 8.14. Paran E N, temos: 
(a) Xº— 1 = locam Da(X). 
(b) & EZX). 
(c) (0) = 1, paran > 1. 


Prova. 
(a) Observe inicialmente que 


1 DX) = Jl Panjal X) = lI lI (Xea 


O<djn O<d|n O<d|n 1<k<n/d 
(k;n/d)=1 


= 1 1 Ed 


O<djn 1<k<n/d 
(kn/d)=1 
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Agora, como cada inteiro 1 < m < n pode ser escrito de modo único 
como m = dk, com0<d|ne(k5)=1(taldéd=(m,n)),a 
última soma acima é claramente igual a 


(X-w)=X"—1. 


n 
=1 


J 


(b) Façamos indução sobre n € N, notando inicialmente que d,(X) = 


X-—1 € Z|X], por definição. Seja, agora, n > 1 natural e suponha, por 


hipótese de indução, que 8, E€ Z|X], para todo inteiro 1 < m < n. 
Se 
(X) = [I 2%). 
1<d<n 


din 


temos que g € Z[X] e, pelo item (a), X” — 1 = 6, (X)g(X). Mas, 
como g é mônico (pois já sabemos que cada Ọm o é), segue da obser- 
vação 2.11 que d, € Z[X)]. | 


(c) Novamente por indução, temos primeiramente 
X?’ — 1 = (X)ð(X) = (X — 1)®(X), 


de modo que d5(X) = X + 1 e (0) = 1. Seja, agora, n > 1e 
suponha, por hipótese de indução, que 8,,(0) = 1 para todo inteiro 
2<m<n. Então, nas notações da prova de (b), temos 


g(0) = Pi(0) [I Da(O) = (—1) 1 Da(O) = —1, 
leo di 


e segue de X” — 1 = p(X )g(X) que 
—1 = ®,(0)g(0) = —On (0), 


como desejado. E 


204 Números Algébricos e Aplicações 
O dg ce q = DON so a DS, O menta A Di GENE A O SR RAR RR DO rei 


Corolário 8.15. Se p é primo, então 
(X) = XP! + XP? 4.4 X4I 
Prova. O item (a) da proposição anterior garante que 
X? — 1 = $ (X), (X) = (X — 1), (X), 
de sorte que 
(X) = XPI + XP? E. X41 
n 
O exemplo 7.29 mostrou que d, é irredutível sobre Q, de sorte 
que ®, é o polinômio minimal de wp. No que segue, nosso objetivo 


é generalizar este fato, provando que, para todo n € N, o polinômio 
minimal Pu, de w coincide com o n—ésimo polinômio ciclotômico &,. 


Eq 
Eq 


Precisamos, inicialmente, do seguinte resultado auxiliar. q 


Lema. 8.16. Sejam f,g € Z|X| ep € N um número primo. Se 
J € ZX] \ Zp eg” | f em Zp|X], então g | f! em Z,|X]. 


Pröva: Se h € Z[X] é tal que f(X) = g(X J h(X) em Zp|X|, sabemos l 


que existe um polinômio | € Z| X] tal que 
SO) = APDO + p(X) 
em Z[X]. Derivando ambos os membros dessa igualdade, obtemos 
F'(X) = (X) OMX) + gX PHX) + p(X) 


em Z|X] e, daí, 


em Z|X]. Logo, g | f' em Z,|X). E 
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Para o próximo resultado, lembre-se de que, se w é uma raiz n—é- 
sima da unidade, então a proposição 8.3 garante que seu polinômio 
minimal py divide X”—1 em Q|X]. Em particular, segue do problema 
4, página 201, que py € Z[X]. 


Proposição 8.17. Sejam n,p E N tais que p é primo e płn. Sew é 
uma raiz n—ésima da unidade, então po(X) = p(X). 


Prova. Seja Ç = w”. Como w e Ç são ambos raízes de X” — 1, o item 
(b) da proposição 8.3 garante que py(X) e pe(X) dividem X"—1. Por 
contradição, suponha que pu(X) £ pe(X). Então, a irredutibilidade 
de tais polinômios garante, via teorema 7.15, que py(X)pe(X) divide 
X” — 1 em Z[X], digamos 


X" 1 = pop) U(X). (8.5) 


Se g(X) = pe(X?), então 


g(w) = pelw?) = pel) = 0 


e, daí, p, divide gem Z|X]. Seja v € Z|X] tal que py(X)v(X) = g(X). 
Em Zp| X], temos pelo problema 6, página 178, que 


DAXUX) — 9(X) = P(X’) = (B(X), 


e o teorema 7.20 garante a existência de um polinômio mônico e irre- 
dutível h € Z |X] tal que A(X) | P(X), De(X) em Z,[|X]. Segue de 
(8.5) que A(X}? | (X” — 1) em Z [X], e o lema anterior garante que 
h(X) | 7X"! em Z,[X]. Mas, como h é mônico e 7 Æ 0, aplicando no- 
vamente o teorema 7.20 obtemos 1 < Į < n— 1 tal que h(X PEA l em 
Zp|X]. Logo, h(X) ł(X" —T) em Z,[X], o que é uma contradição. O 
Chegamos finalmente ao resultado desejado. 
Teorema 8.18. Se wn = cis do então Pu, = Da. 
d, € Z|X] é irredutível sobre Q|X]. 


Em particular, 
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Prova. Tome k € N tal que k > 1 e mdc(k,n) = 1, e seja k = 
Di... Pı, COM P1, ..., pı primos que não dividem n. Repetidas aplica- 
ções da proposição anterior nos dão 


Por = Pon E Pop a mE PRERE = Puk 


Em particular, os y(n) números w¥, com 1 < k < n e mdc (k,n) =1, 


são raízes distintas de p,,, de maneira que 
Opu, > p(n) = 0b,. 


Mas, como &6, é mônico de coeficientes inteiros e tem wn por raiz, a 
definição de polinômio minimal garante que Pu, = Pa. E 


Terminamos esta seção provando um caso particular do teorema 
de Dirichlet sobre primos em progressões aritméticas. Esse teorema 
afirma que uma progressão aritmética não constante e infinita de nú- 
meros naturais contém uma infinidade de números primos, contanto 
que sua razão e seu primeiro termo sejam relativamente primos. Em 
que pese o teorema de Dirichlet ser uma generalização natural do te- 
orema de Euclides da infinitude dos primos (este último provado na 
seção 1.3 de [14]), as provas conhecidas desse resultado estão fora do 
alcance da maior parte dos currículos de graduação em Matemática. 
Todavia, a teoria de polinômios ciclotômicos desenvolvida acima nos 


“permite apresentar uma demonstração elementar do teorema de Di- 


richlet, no caso particular em que o primeiro termo da progressão é 
igual a 1. 


Teorema 8.19 (Dirichlet). Sen € N, então a PA 1,1 +n,1+2n,... 
contém infinitos números primos. 


Prova. Sejam p4,...,7; primos quaisquer e BD, o n—ésimo polinô- 
mio ciclotômico. Como &, é mônico, escolhendo um inteiro y su- 
ficientemente grande, temos O,(ynp,...p;) > 1. Agora, fazendo 
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a = ynp, ... py temos, módulo a, que 


(a) = 6,(0) = 1 (moda). 


Seja, então, ®„(a) = aq + 1 = ynpı ... pq + 1. Se p for um fator 
primo de ®„(a), temos p Æ pi,...,p; e mde (p,n) = 1. Portanto, se 
provarmos que p = 1 (mod n), seguirá que p é um primo em nossa PA, 
diferente de py,..., Dk- 

Para o que falta, note que mdc (p,a) = 1, de modo que podemos 
considerar t := ordp(a). Como p | ®n(a) e ®n(a) | (a” — 1) (pois 
(X) | (X” — 1) em Z[X|), vem que a” = 1 (modp) e, daí, t | n. 
Se mostrarmos que t = n, seguirá das propriedades da ordem e de 
a”! = 1 (mod p) que n | (p — 1) ou, o que é o mesmo, p = 1 (mod n). 

Se c € fa,a + p}, segue de at = 1 (modp) que č = 1 (mod). 
Suponha, por contradição, que t < n. A proposição 8.14, juntamente 
com o fato de que t | n, nos dá 


-1 = [| 2o = 8o [| Oo) 


O<d|n O<d<n 


onde h € Z|X] é um polinômio apropriado. Mas, como c = a (mod p), 
segue que 
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e (pelos cálculos acima) tanto (a-+p)”—1 quanto a” —1 são múltiplos de 
p*. Portanto, olhando a última igualdade acima módulo p, concluímos 
que 


n—l 


na” !p = 0 (mod p°), 
o que é um absurdo. E 


Para uma discussão autocontida da prova do caso geral, sugerimos 
ao leitor as referências [37| ou [51]. 


Problemas — Seção 8.2 


1. Sendo p primo e k natural, calcule explicitamente o polinômio 
Do. | 


p 


2. Sen > 1 é um inteiro par, mostre que Doan(X) = Don(—X). 


3. Se m e n são naturais distintos, prove que d,, e 6, não têm 
fatores não constantes comuns em C|X]. 


4. Sen > 1 é natural e d é o produto dos fatores primos distintos 
de n, mostre que 


Da(X) = Og (X°). 

5. O conjunto (1, > 5 L, w T contém várias progressões aritméti- 
cas. Prove que, dado k > 2 inteiro, esse conjunto contém uma 
progressão de k termos que não está contida em uma progressão 
de k + 1 termos do conjunto. 


6. Sejam a,n € N, sendo a > 1 e n ímpar. Prove que a congruência 
xr” = a (mod p) tem solução para uma infinidade de primos p. 


7. Seja a € N não quadrado perfeito. Prove que há infinitos primos 
p tais que a não é resíduo quadrático, módulo p. 
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8. Sejam a,b € Z tais que, para cada n € N, existe um inteiro c 
para o qual n | (c°+ac+b). Prove que a equação z? +ax+b = 0 
tem raízes inteiras. 


8.3 Números transcendentes 


Como foi dito no início da seção 8.1, números transcendentes são 
precisamente os números complexos que não são raízes de polinômio 
não nulo algum com coeficientes racionais. Contudo, até esse ponto 
nem mesmo sabemos se tais números existem. 

Uma maneira possível de estabelecer a existência de números trans- 
cendentes (mesmo reais) é começar mostrando que o conjunto 4 dos 
números algébricos (reais) é enumerável, i.e., que seus elementos po- 
dem ser listados como os termos de uma sequência (x,,)n>1, de modo 
que A = (x1,%5,%3,...+ então, mostra-se que o conjunto R não é 
enumerável, de forma que R \ À é necessariamente não vazio. Não 


“seguiremos esse caminho aqui, uma vez que ele requeriria que desen- 


volvêssemos os resultados básicos sobre conjuntos enumeráveis, bem 
como que estabelecêssemos a não enumerabilidade do conjunto dos 
reais, e isso nos desviaria bastante do fio condutor deste volume. Para 
o leitor interessado, sugerimos [26] ou [39]. 

Em vez de seguir a estratégia delineada no parágrafo anterior, apre- 
sentamos a construção (explícita) do primeiro número transcendente 
descoberto, devida ao matemático francês do século XIX J. Liouville. 
Nossa apresentação segue o maravilhoso clássico [19]. 

Para o que segue, dizemos que um número algébrico a tem grau 
n se seu polinômio minimal py tem grau n; em particular, se n > 1, 
então é claro que a é irracional. Precisamos introduzir mais uma 
nomenclatura: dizemos que uma propriedade P(k), dependente de um 
natural k, é verdadeira para todo k suficientemente grande se existe 
ko € N tal que P(k) é verdadeira sempre que k > ko; ademais, se 
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um valor específico de kọ for irrelevante no contexto sob discussão, 
escreveremos simplesmente que P(k) é verdadeira para todo k > 1. 

Estamos finalmente em posição de enunciar e provar o teorema de 
Liouville. 


Teorema 8.20 (Liouville). Seja a € C um número algébrico de grau 
n>1. Se (pr)e>1 e (gk)k>1 São sequências de inteiros não nulos tais 


que lim, oo q = q, então 
1 
= r > JT. (8.6) 
k 


para todo k > 1. 

A Como ap = a, temos que qk Es +00. Como 
a é algébrico de grau n > 1, existe f € Z|X] \ {0} de grau n e tal que 
f(a) = 0, digamos, | 


Prova. Seja a = 


HX) = an X” + e 00 
com o, Q1, ..., an E Z. 
Agora, observemos que 
Ho) 1 
| gaa M- o) 
1 n 
= Taa] |2) 
j=1 


1 
E 
= 


onde utilizamos a desigualdade triangular na última passagem acima. 


Portanto, um pouco de w elementar fornece 
— qi lo — ot] 
e | aje 7 


—1l —2 
joy +apla+. 


(8.7) 
+ JT). 


AR 
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Como ay => a, temos |ay — a | < 1 para todo k >> 1. Utilizando 
a desigualdade triangular, concluímos que 


“lax|<lo;—al+l|a)<1+lal (8.8) 
para todo k >> 1 e, daí, (8.7) e 


f (ar) 


Qk — Q 


(8.8) fornecem 


= 5, a(l + Jasia] +-+ + lali) 


j=1 


<> lal((1+ lol)? 
< X` sla;((1+ lol)” 


j=1 


+ (1+ la) aj ++ a) 


para todo k œ 1, onde 
ai 
C := $ iila;((1 + lal)’ 
j=1 
depende somente de a, e não de k. 


Então, para todo k >> 1 (escolhido de forma tal que |ap — a| < 1), 
temos 


Pk 1 
p= E | 
a a jar — a| g |f (a) 


Agora, uma vez que qk a +00, temos la; — a| < 1 e qx > C para 
todo k >> 1, de forma que 4 > T e, portanto, 


Pk 
Q — — 


dk 


> Flo) 


para todo k > 1. 


Como passo final, observe que se f (œp) = 0, então teríamos f(X) = 
(X —ar)g(X) para algum g € Z[X] {0} de grau n— 1. Como a £ ay, 
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epa é irracional), concluímos que a seria raiz de g, contradizendo o 
ato do polinômio minimial d 
eau ] 
ter grau n. Logo, f(œk) Æ O e, assim 


F(a)|] = an (=) ++ (=) + ag 
dk 


1 
= g PR Ea prq + aoqk | 
1 


de 


IV 


Finalmente, combinando essa última desigualdade com a anterior . 


a ela, obtemos (8.6). E 


i O exemplo a seguir, também devido a Liouville, traz uma aplica- 
ção engenhosa do teorema anterior à construção de números trans- 
Eos Para uma apreciação adequada do mesmo, o leitor precisa 
possuir uma relativa familiaridade com manipulações aritméticas de 
séries convergentes, no nível do capítulo 3 de [12]. 


Exemplo 8.21 (Liouville). Se a,a2,a3,... E€ 11,2,3,...,9), então o 


número real 
= VA) A92 a3 
“= 98 + oa + ga + 


é trancendente. 


dia Suponha que a fosse algébrico, de grau n > 1 (a é claramente 
irracional — veja o problema 1). Para k > 1, seja 


com p € N. Então, por um lado, segue do teorema de Liouville que 


1 


ja — agl e (108) 
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para todo k > 1. Por outro, 
= Aj 1 = 1 
a ai az | = Ti < 10G+D! : 9,999. <. = TOEF 
j>k 
Portanto, para k >> 1 teríamos 


1 1 
10(#+1)!-1 r (10%!) 


e, daí, (k +1)!— 1 < k!(n + 1). Contudo, essa última desigualdade 


equivale a 


que é falsa para k 2 n + 1. 

Finalmente, uma vez que a hipótese de que a é algébrico leva 
a uma contradição, não temos alternativa além de concluir que a é 
transcendente. Eh 

Terminamos recordando que, em [12], mostramos que os números 
e e são irracionais. Contudo, métodos mais refinados de Análise real 
permitem mostrar que tais números são transcendentes. Ambos tais 
fatos foram estabelecidos ainda no século XIX, sendo devidos ao ma- 
temático francês C. Hermite e ao matemático alemão F. Lindemann, 


respectivamente. Para o leitor interessado, recomendamos [26]. 


Exemplo 8.22. Admitindo a transcendência dos números e e T, OS 
teoremas 8.9 e 8.12 permitem justificar a transcendência de vários 
números complexos. Por exemplo, o número x + V2 é transcendente, 


posto que, se fosse algébrico, teríamos 


r = (q + V2) — V2, 


também algébrico, por ser uma diferença entre dois números algébri- 


COS. 
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Problemas — Seção 8.3 


1. Prove que o númbero a do Exemplo 8.21 é irracional (esse fato 
foi utilizado na discussão do exemplo). 


2. Assumindo a transcendência de e e de 7, prove diretamente (i.e., 


sem apelar para o teorema 8.9) que os números 7 + vV2ee-+ V3 
também são transcendentes. 


3. Se a € C é transcendente e n € N, prove que 4/a e a” também 
são transcendentes. 


CAPÍTULO 9 


Recorrâncias Lineares 


Neste capítulo final, completamos o trabalho iniciado na seção 4.3 
de [10], mostrando como resolver uma recorrência linear de coeficientes 
constantes e ordem qualquer. Precisamos, inicialmente, de duas defi- 
nições, as quais se revelarão centrais para tudo o que segue. 


Definição 9.1. Uma sequência (an )n>1 é dita recorrente linear, se 
existirem um inteiro positivo k e números complexos uo, . .., Uk-1, nem 
todos nulos, tais que 


An+k = Uk—1ln+k—1 +" + Uoan, (9.1) 
para todo n > 1. 


O natural k é denominado a ordem da recorrência linear e a equa- 
ção (9.1) é a relação de recorrência ou, simplesmente, a recorrên- 
cia satisfeita pela sequência. Neste caso, (an)n>1 é também denomi- 
nada uma recorrência linear de ordem k. 
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Dados a1,...,&p E C, é imediato verificar que há exatamente uma 


sequência (ar )n>1 satisfazendo (9.1) e tal que a; = a;, para 1 < j < k. 
Portanto, uma recorrência linear de ordem k fica totalmente deter- 
minada quando conhecemos a relação de recorrência linear por ela 
satisfeita e os valores de seus k primeiros termos. 


Definição 9.2. Seja (an)n>1 uma sequência satisfazendo a recorrência 
linear 


An+k = Uk—-1ün+k-1 + *** + Ugan, 


para n > 1, onde u9,...,U;-1 são números complexos dados, nem 


todos nulos. O polinômio característico de (an)n>ı é o polinômio 
f e C[X] dado por 


IAE Hip sr e — UM. = (9.2) 


9.1 Um caso particular importante 


Discutimos, inicialmente, o caso em que as raízes do polinômio 
característico da recorrência são duas a duas distintas; apesar da li- 
mitação envolvida, este caso é bem mais simples que o caso geral e 
encontra muitas aplicações interessantes. O resultado de interesse é o 
conteúdo do teorema a seguir. 


Teorema 9.3. Seja (an)n>1 uma sequência satisfazendo, para todo 
n > 1, a relação de recorrência 


Antk = Uk—1ün+k-1 + + T ugan, 
onde uo,...,Ug—ı SãO números complexos dados, nem todos nulos. 


Se as raízes complexas 21, 29, ..., Zk do polinômio característico de 


(an)n>1 são todas distintas ea; = a; para 1 < j < k, então 
1 


SENS —l — 
An = 2] Fieko di dad ltk, Vn > 1, 
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onde £1,..., £k é a solução do sistema de Vandermonde 


moro ++ E! = o 

2101 + Z2£2 + ee + Zktk = 09 

2ixy + zóxo + + rk = Q3 . (9.3) 
—1 al k—1 

Z tita Lotta ti = O 


Prova. Como 21, 22, ...,Zķ são dois a dois distintos, a proposição 6.6 


garante a existência de uma única solução z1, £2,..., £g do sistema 


(9.3). Podemos, pois, definir a sequência (b,)n>1 pondo 
bau Fa + Fe ++ 2 ih VYn>1l. 
Então, para 1 < j < k, o sistema (9.3) fornece 
bj = 21 mto ra +e Hi Ep = aj = aj. 


Por outro lado, sendo f o polinômio característico de (an)n>1, segue 
da definição dos b;’s que 


bDn+k = Up- tniki E Ugbn = 
k k k 
— ) | n+thk—-L A A ao n—l 
== Zij Tj Uk—1 > Tj uo > É Lj 
k 
o n—1 k 
= X u a S —***— to) 
j=1 
k 
= n—l == 
= X z; zjf(z;) =0 
j=1 


Portanto, a sequência (bn)n>ı satisfaz a mesma recorrência linear 
que (an )n>1 € seus k primeiros termos coincidem, respectivamente, com 
os k primeiros termos da sequência (a, )n>1. Logo, uma fácil indução 
garante que a, = b, para todo n > 1, conforme desejado. O 
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O exemplo a seguir mostra que não necessariamente precisamos co- 
nhecer explicitamente as raízes do polinômio característico para apli- 
car o resultado do teorema anterior a fim de obter informações rele- 
vantes acerca do comportamento de uma dada recorrência linear. 


Exemplo 9.4 (Crux). Seja 4, 454344 o quadrado de vértices Ay = 
(0,1), 44 = (1,1), As = (1,0) e A, = (0,0). Para cada n > 1, 
seja Aa o ponto médio do segmento A,An,1. Prove que, quando 
n — +oo, a sequência de pontos A, converge para um ponto À e 
calcule as coordenadas de tal ponto. 


Prova. Para cada n > 1, seja An(£n, Yn). À condição do enunciado, 
juntamente com a fórmula para as coordenadas do ponto médio de um 
segmento (veja o corolário 6.2 de [11|), garante que 


Zn dana Vi d, 


valendo uma recorrência análoga para a sequência (Yn)n>1- 
O polinômio característico da recorrência acima é 


FO) =2X!-X-1=(X—Dg(X), 


onde g(X) = 2X? +2X2 +2X +1. Sea, be c são as raízes complexas 
de g, segue das relações de Girard que 


atb+c=-1 e ab+ac+be=1. (9.4) 
Portanto, 
a +b +e = (a+b+c)? -— 2lab+ac+ be) = (—1) -2-1 = -—1 <0, 


de sorte que, pelo exemplo 4.7 e problema 2, página 74, podemos 
supor que a é real e b e c são complexos não reais, conjugados. Em 
particular, a, b e c são dois a dois distintos e, como 1 não é raiz de g, 
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o teorema 9.3 garante a existência de constantes reais 4, B, C e D 


tais que 
ted Braco LD Nna. (9.5) 
Para sabermos o que ocorre quando n — “oo, note inicialmente 
que g(—1Dg(0) = —1 < 0 e, assim, o teorema de Bolzano 5.2 garante 


que —1 <a < 0. Portanto, as relações (9.4) fornecem 
1 = a(b + c) + be = a(—1 — a) + bb, 


de modo que |b|? = a(a + 1) + 1 < 1. Mas, como |b| = |c|, segue que 
b| = |c| < 1. Então, a relação (9.5), juntamente com o resultado do 
exemplo 9.8, garante que 


lim 2x, = D. 
n>+oo 


A fim de calcular o valor de D, recorde que zı = z4 = 0 e T2 = 
z3 = 1. Portanto, fazendo sucessivamente n = 1, 2, 3 e 4 em (9.5), . 
obtemos o sistema linear 


A+B+C+D = 
Aa + Bb + Cc + Dd - 
Aa? + B + Ce +D = 
Aa + BÈ + Co + Dd = 


= O © e 


Multiplicando as três últimas equações por 2 e somando membro a 
membro as quatro igualdades resultantes, chegamos a 


Ag(a) + Bg(b) + Cal) + TD =3. 


Mas, uma vez que a, be c são as raízes de g, segue que TD = 3 ou, 
ainda, D = 3 


De modo análogo, provamos que lim, -, +00 Yn = S e, assim, 
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Problemas — Seção 9.1 


1. Seja A1 As Às o triângulo do plano cartesiano de vértices A; (0, 0), 
Ao(1,0) e As (5, 0). Para cada n > 1, seja 4,143 O baricentro do 
triângulo A, An,14n+2. Se An(Zn, Yn), Mostre que £n — 


Yn —> vê quando n — +00. 


7 
12 € 


2. Se a é a maior raiz positiva do polinômio Xº — 3X? + 1, mostre 
que os números |a!'88| e [a!?88| são, ambos, múltiplos de 17. 


9.2 Sequências, séries e continuidade em C 


Nesta seção, estendemos algumas definições e resultados dos capí- 
tulos 3 e 4 de [12] a funções com valores complexos. Observamos que 
o material aqui apresentado (mais precisamente, o teorema 9.19) foi 
utilizado na prova do teorema fundamental da álgebra, na seção 3.3, 
e será de fundamental importância para a discussão do material da 
seção 9.3. 

Dados a € C e R > 0, denotamos por D(a; R) o disco aberto de 
centro a e raio R, i.e., o subconjunto de C dado por 


D(a; R) = {z € C; |z — a| < R}. 


Analogamente, o disco fechado de centro a e raio R é o subconjunto 


D(a; R) de C, dado por 
D(a; R) = {z € C; |z — a| < R}. 


Um conjunto U C C é aberto se, para todo a € U, existir R > 0 
tal que D(a; R) C U. Um conjunto F C C é fechado se Fº = CN F for 
aberto. É imediato que () e C são subconjuntos abertos de C (no caso 
de Ø, não há como a condição exigida pela definição não ser satisfeita, 
uma vez que não existe z € Í); portanto, C = CID) e Ø = CIC também 
são fechados. Colecionamos, a seguir, um exemplo menos trivial. 
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Exemplo 9.5. Para todos a € C e R > 00 disco aberto D(a; R) é 
um conjunto aberto e o disco fechado D(a; R) é um conjunto fechado. 


Prova. Escolhido arbitrariamente z € D(a; R), seja r = R — |z — al. 
Então, r > 0 e afirmamos que D(z;r) C D(a; R) (veja a figura 9.1), o 
é 


que será suficiente para garantir que D(a; R) é aberto. 


Figura 9.1: todo disco aberto é um conjunto aberto. 


Para o que falta, tome w € D(z;r). Pela desigualdade triangular, 
temos 


jw -a| = |(w = 2) + (2 — a)| < |w = z| + |z — al 
<r+|z-al|= R 


e, daí, w € D(a; R). Mas, como tal sucede com todo w € D(z;r), 
concluímos que D(z;r) C D(a; R), conforme desejado. 

Para a segunda parte, é suficiente mostrar que U = C \ D(a; R) é 
aberto. Para tanto, tome z € U e seja r = |z — a| — R. Então, r > 0 
e, como no primeiro caso, mostramos facilmente que w € D(z;r) = 
w € U, de sorte D(z;r) C U. Logo, U é, realmente, aberto. oO 
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Voltemo-nos, agora, às sequências de números complexos, esten- 
dendo, às mesmas, o conceito de convergência. 


Definição 9.6. Dizemos que uma sequência (2n)n>1 em C converge 
para um limite z € C, e denotamos zn > z oulim, s1002n=2,8€q 
seguinte condição for satisfeita: 


Ve>0, Jno eN;n>nmno>|m-—z|<e. 


Heuristicamente, o cumprimento da condição estipulada pela de- 
finição acima significa que, à medida que n — +00, os termos Zp se 
aproximam cada vez mais de z. Realmente, a definição dada estipula 
que a sequência (2,)n>1 converge para z € C se, dado arbitrariamente 
um raio e > 0, existir um índice no € N tal que os termos zn, para 
n > no, pertençam todos ao disco aberto D(z; e). | 

Para o que segue, definimos uma subsequência (z,, );>1 de uma 
sequência (2, )n>1 como a sequência obtida pela restrição de (2n)n>1 
a um subconjunto infinito {n1 < Nng < ng < ---+ de índices; de um 
ponto de vista mais rigoroso, CAN é a sequência fog: N >C, 
onde f:N —> C e g : N — N são dadas por f(n) = zn, para todo 
n € N, e g(k) = nk, para todo k E N. 

O resultado a seguir encerra duas propriedades fundamentais do 
conceito de convergência de sequências de números complexos. O item 
(a) do mesmo garante que os termos de uma sequência convergente não 
podem se aproximar de dois limites distintos. 


Lema 9.7. Seja (2n)n>1 uma sequência em C. 


(a) Se zn > z e zn > w, então z = w. 


(b) Se (Zn,)kzı é uma subsequência de (2n)n>1 € Zn > z, então 


Zn, O Z. 
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Prova. 
(a) Se z £ w, então e = |z — w| > 0. Mas, como 5 
Zn © Z € Zn — w, existem naturais nı e ng tais que Za — z| < 5 para 


ainda é positivo e 


n > nı e |zn — w| < 5 para n > n. Portanto, tomando um índice 
n > ni, n e aplicando a desigualdade triangular, obtemos 


|z — w| = [|(2= 2) +(m —uw)| < |2= 25] + am] 


€ € 
— + — = 


2 P) e= |z- w|, 


< 


o que é uma contradição. Logo, z = w. 


(b) Dado e > 0, a convergência de (2,)n>1 para z garante a existência 
de no € N tal que |2, — z| < €, para n > no. Agora, como nı < n2 < 
nas <---, existe k € N tal que k > ko > nk > mo. Portanto, para 
tais valores de k, temos |2,, — Z| < €, de sorte que (2n,)k>1 também 
converge para z. EM 


Graças ao item (a) do lema anterior, se uma sequência (2, )n>1 em 
C converge para z € C, diremos, doravante, que z é o limite de (25 )n>1- 

Para os propósitos destas notas, um dos exemplos mais importan- 
tes de sequência convergente é o isolado a seguir. A esse respeito, veja 
também o problema 2. 


Exemplo 9.8. Se |z| < 1 e zn = 2”, para todo n > 1, então (2n)n>1 
converge para Q. 


Prova. Inicialmente, observe que |, — 0| = |2”| = |z|". Agora, se 
(an)n>1 é a sequência de números reais dada por a, = |z|”, para n > 1, 
então o exemplo 3.3 de [12] garante que a, — 0. Portanto, dado € > 0, 
existe no € N tal que O < a, < €, para n > mo. Assim, para n > mo, 
temos |2, — 0| = an < €, de sorte que 2, — 0. E 


Dada uma sequência (2,)n>1 de números complexos, podemos es- 
crever Zn = £n + iYn, para todo n > 1, com x,,yn E R. O próximo 
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resultado relaciona a convergência da sequência (2,)n>1 em C com as - 


convergências das sequências (£n)n>1 € (Yn)n>1 em R. 


Lema 9.9. Seja (2n)n>1 uma sequência de números complexos, com 


Zn = Un + iyn, para todo n > 1, onde z,,yn E€ R. Então, (alasi 
converge em C se, e só se, (Ln)n>1 € (Yn)n>ı convergem em R. Ade- 
mais, Se Tn —> Q e Yn — b, para certos a,b E€ R, então zn — z, onde 
z =a +ib. 


Prova. Suponha, primeiramente, que 2, — z, onde z = a + ib, com 
a,b € R, e seja dado e > 0. Como 


[Zn 0) (Un = b| < y [Zn => a|? EE [Yn — b|2 = |n — žl; 


temos |£n — al, [yn — b| < € se |zn — z| < e. Mas, como zn — £, existe 
no E N tal que n > no => |zn — z| < e. Então, para cada um de 
tais n, temos realmente que |£n — al, |yn — b| < €, o que estabelece as 
convergências desejadas. 

Reciprocamente, suponha que £n — a e yn — b, e seja dado € > 0. 
Como 


Ra V |En — a|? + [yn — b|? < |£n — a] + lyn — bl, 


teremos | — z| < e se |z, — al, [yn — b| < $. Mas, como £n > a 


e Yn — b, existem nı, no E N tais que n > nm > |zn—a| < $e 
n > no > |yn— b| < $. Se no = max{nı, n2}, então, para n > no, 
temos |zn — al, |ym — b| < $ e, daí, |zn — z| < €, o que estabelece a 
convergência desejada. E 


Precisamos, agora, da definição a seguir. 


Definição 9.10. Uma sequência (zn)n>1 em C é de Cauchy se, dado 
€ > 0, existir no € N tal que 


m,n > no > |zm — 2n] < €. 
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Se (2n)n>1 é uma sequência convergente em C, então (2n)n>1 é de 
Cauchy. De fato, se Zn — ze e > 0 é dado, então existe no € N tal 
que |n — z| < 5, para todo n > mo. Portanto, para m,n > no, segue 
da desigualdade triangular para números complexos que 


€ € 
Zm— tn] Slim z| + |z = n| S5356 


Reciprocamente, temos o seguinte resultado. 


Proposição 9.11. C é completo. Mais precisamente, se (Zn)n>1 É 
uma sequência de Cauchy em C, então (2n)n>1 converge. 


Prova. Seja Zn = £n +iYn, com (Zn )n>1 € (Yn)n>ı sequências de núme- 
ros reais. Dado € > 0, tome no € N como na definição de sequência de 
Cauchy. Como |£m — £n| < |2m — 2n|, segue que (£n)n>ı é de Cauchy 
em R. Portanto, o teorema 3.16 de [12] garante que (£n)n>1 é con- 
vergente, para x € R, digamos. Analogamente, existe y € R tal que 
Yn — y. Portanto, sendo z = x +iy, segue do lema 9.9 que zn > z. O 


Como no caso real (tratado no capítulo 3 de [12]), dada uma 

sequência (2, )n>1 de números complexos, definimos a série! 3s1 Zk 
AV n ga 

como sendo a sequência (sn)n>1, tal que Sn = >) ;-1 2%, para todo 
n € N. Também como lá, dizemos que s, é a n—ésima soma parcial 
da série, e que a série converge se existir o limite s := lim,., 100 Sn; 
ademais, nesse caso dizemos que s é a soma da série em questão. Em 
símbolos, escrevemos 


caso o limite do segundo membro exista. 
Ilustramos, a seguir, o exemplo de uma série convergente que será 
de importância fundamental na próxima, seção. 


lPor vezes, consideraremos uma sequência (2n )n>o de números complexos e a 
série correspondente > =0 Zk- 
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Exemplo 9.12. Sea e C\ {0}, mostre que, para z € D(O; ER temos 


1 — E DotA 


k>0 


Prova. Pelo lema 1.12, a n—ésima soma parcial da série do enunciado 


Ed 


e 
faz je 


l-—-az. 


a bea 1 
S (az)! = 1- (a) O l 
i — az l — az 
k=0 
Agora, para z € D(0; a): temos |az| < 1, de sorte que, pelo exemplo 
9.8, temos (az)” — 0 quando n —> +oo. Portanto, segue da igualdade 
acima que, para z € D(0; e: 


a: 1 


n 1 
k im k : ao 
a | EE = lim > — f 
Aa) | Pa 2a l — az Es l— az l— az 


O 


Também de fundamental importância é o conceito de série abso- 
lutamente convergente, i.e., uma série > o 4 tal que a série real 
S` >o |ar| converge. Paran € N, sejam sn = p1 ak € tn = D p1 larl, 
de sorte que a sequência (tn )n>1 converge. A desigualdade triangular 
para números complexos fornece, para m > n inteiros, 


Agora, vimos no capítulo 3 de [12] que, como (tr )n>1 converge, temos 
(tn)n>1 de Cauchy; portanto, dado e > 0, existe ko € N tal que m > 
n > ko = tm — tn < e Logo, também temos |sm — Sn| < € para 
m >n > ko, de sorte que (s,)n>o também é de Cauchy. Como vimos 
na proposição 9.11 que toda sequência de Cauchy em C é convergente, 
o argumento acima prova o resultado a seguir. 
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Proposição 9.13. Em C, toda série absolutamente convergente é con- 
vergente. | 


Antes de continuar, precisamos entender o que vem a ser uma 
função contínua definida e tomando valores em um subconjunto de C. 


Definição 9.14. Dado um subconjunto não vazio X de C, dizemos 
que uma função f : X >» C é contínua se a seguinte condição for 
satisfeita: para toda sequência (2n)n>1 de pontos de X, se zn > z, 
com z E€ X, então f(2n) > f(z). 


A proposição a seguir nos permitirá construir um exemplo de fun- 
ção contínua de nosso interesse. 


Proposição 9.15. Se f,g : X — C são funções contínuas, então 
f +g, fg: X — C também são contínuas. 


Prova. Seja dada uma sequência (2,)n>1 em X, tal que zn — z, com 
z € X. Observe inicialmente que, pela desigualdade triangular para 
números complexos, 


CE + g)2n) — (F +D = n) — F) + Oa) — g(2)] 
< |f (2n) ne f(z)! e |9(2n) ig g(2)|. 


Agora, dado € > 0, como f(zn) — f(z) e g(2n) — g(z), existe no € N 


tal que 
€ 
z 


Portanto, também para n > no, segue dos cálculos acima que 


n > no > |f(2n) — F(2)|, |9(2n) — g(2)| < 


— € 


(+ 9) + < 5 + 


e, daí, (f + g)(zn) > (f + g)(2). 
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Para fg, e aplicando duas vezes a desigualdade triangular para 
números complexos, obtemos 


IFI) n) — (Mo = |F (n) In) — Fl) g(z)] 
< |F n) — FIn) + IFI) — g(2)] 
< |F n) — Flan) — g(2)) 
+ [F n) — FA IFE) — ge). 


Como antes, dado € > 0, tome no € N tal que n > no implique 


Ham) — FOl < min (SO | 
CORO min (SST | 


Então, para n > no, segue dos cálculos acima que 


De) = UMA YÉ star Vel 
UC e ES 
Tua 
e, daí, (fg)(zn) — (fg)(2). | O 


Exemplo 9.16. Dados n € N eao,0,...,0n-1,0h EC, com an FO, 


a função polinomial f : C —> C, tal que 


f(z) = anz” + mae es qd 


para z E€ C, é contínua. 


Prova. Evidentemente, as funções constantes e a função z > z são 


contínuas. Portanto, aplicando várias vezes a segunda parte da propo- 


sição anterior, concluímos que, para 0 < k < n, a função z > ap? é 
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contínua. Agora, aplicando várias vezes a primeira parte da proposição 
anterior, concluímos que a soma de tais funções, quando k varia de 0 a 
n, também é contínua. Mas tal soma é, precisamente, a função f. O 


Voltemo-nos, agora, á discussão de séries de potências em C. Uma 
série de potências em C é uma série da forma > 59 akz", 
(an)n>0 é uma sequência dada de números complexos. 


Admita que a sequência (4/Jas| Jk>o é limitada, digamos “as | <l, 
para todo k > 0 e algum | > 0. Então, |agz"| < (lz)! para k > 0, de 
sorte que, pelo exemplo 9.12, a série > ,»0 |42"| converge em D(0; R), 
onde R = L A proposição anterior garante, então, que a série de 
potências $`,» 42” converge em D(0; R). Abreviaremos a situação 
descrita até aqui dizendo que D(0; R) é um disco de convergência para 


onde 


a série de potências em questão. Nosso próximo resultado garante que ` 
a função f : D(0; R) > C assim definida é contínua. Por uniformidade 
de notação, convencionamos que > 459 akz! = ag para z = 0. 


Proposição 9.17. Se Aa R) é um disco de convergência para a série 
então a função f : D(0; R) > C, dada para 


aE akz", 


de potências > p>o0k2", 


z € D(0; R) por f(z) = é contínua. 


Prova. Sejam z,w € D(0; R) tais que |w — z| < ¿(R — |z|). Então, 
jw| < r, onde r = į(R + |z|) e, para k € N, 
ut — | = |w — z| wt + w? H o H wT? 4 T 


< Ju — Alw o a] e oll) 
< ua r.r r e rE? rE’) 


= krw — z|. 
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Portanto, mantida a restrição acima sobre w, segue do problema 4 que 


fw) — f) = X awt- X af = > aut — 2") 


k>0 k>0 k>0 

= [S awt — | < S Jall — 
k>1 k>1 
1 k 

< - > kļar|r [w — 2). 
PARI 


Agora, fixe um real c tal que 1 < c < R (tal é possível, uma vez 


que r < R). Como +/Jay| < + para k > 0 e Vk — 1 (de acordo com o 
exemplo 3.12 de [12]), existe ko € N tal que 4/klaz| < $, para k > ko. 


Daí, | 
| ` klap|r* < ` (Ey := C < +00, 


k>ko k>ko 


k 
uma vez que 0 < Ẹ < 1. Fazendo C" = 512, klap|r*, segue que 


ko 
1 1 
fw) -= F < = | X klar” | w- z+- | X klarir” | |w- 2| 
r r 
k=1 k>ko 
C" 


C 
< —|w — z| + = |w — 2. 
r r | 


Em resumo, mostramos que 


w- z| < ZR- le) > fo) FG) < Alw- z, 


para alguma constante positiva A. Mas, sendo esse o caso, o problema 


7 mostra que 2, > z > f(zn) > f(z), e a arbitrariedade de z garante 
a continuidade de f. | E 


O corolário a seguir mostra que, se uma função f : D(0; R) —> C 
for dada por uma série de potências, então tal série é única. 
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Corolário 9.18. Sejam X` p>00k2" e X> p>obk2" séries de potências 
convergentes no disco aberto D(0; R). Se Duo W2" = Duo bk2", 
para todo z € D(0; R), então ax = be, para todo k > 0. 


Prova. Avaliando a igualdade > 450 az" = Dk>0 bkz! para z = 0, 
obtemos ao = bo. Então, cancelando ay, = bọ em ambos os mem- 
bros da igualdade 3 ),so 0x2" = D,s0bk2", obtemos 5,5, akz" = 
Sos bkz", para z € D(0; R) e, daí, J` p>1 a2% 7! = DD poa brz" 7}, para 
z € D(0; R) \ {0}. Mas, como ambos os membros da última igualdade 
definem funções contínuas em D(0; R), concluímos que 5 5,1 QT! = 
Do dez"), para z € D(0; R). Então, avaliando essa última igual- 
dade em z = 0, obtemos a; = bı. Prosseguindo dessa maneira, mos- 
tramos indutivamente que a; = by, para todo k > 0. E 


Terminamos esta seção com um resultado que estende, para fun- 


ções contínuas f : D(a; R) —> C, o teorema 3.14 de [12]. 


Teorema 9.19 (Weierstrass). Se f : D(a; R) > C é uma função 
contínua, então existem zm e zm em D(a; R), tais que 


|f (2m)| = mintlf(2)|; z € D(a; R)} 


|f(zm)| = max{|f(2)|; z € D(a; R)+. 


Prova. Seja (2n)n>1 uma sequência em D(a; R) tal que 


Fen) > suptlf(2)l; z e D(a; R)} 


(aqui, em princípio não excluímos a possibilidade de que tal sup seja 
+00). Ponha 2, = £n + iyn, com Zn, Yn E R. Como |2,| < R para 
todo n > 1, temos |£n],|Yn| < R, para todo n > 1. Pelo teorema 
4.31 de [12], podemos tomar um subconjunto infinito Nı C N, tal que 
(Xn)neN, converge para um certo x € R. Daí, podemos tomar um 
segundo subconjunto infinito No C Ni, tal que (yn )nen, converge para 
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um certo y € R. Mas, como (%, )nen, é uma subsequência de (Enbneno, 4 Para o próximo problema, dizemos que uma sequência de núme- 
temos que (Zn )neN, ainda converge para z. | ros complexos é divergente se não for convergente. 
Fazendo zm = x +1y, segue do lema 9.9 que (2, )neN, converge para 
zm. Portanto, segue do problema 1 que |zm]| < R, i.e., zu € Dla: R) R). q 2. Se |z| > 1 € zn = 2”, para todo n > 1, mostre que a sequência 
Invocando agora a continuidade de f, temos que l (2n)n>1 é divergente. 
f(zm) = lim f(2,) = supllf(2)|; z € D(a; R)}. | 3. * Se (2n)n>1 € (Wn)n>1 São sequências em C, convergindo respec- 
| TENS | tivamente para z e w, prove que: 
Em particular, sup(|f(2)|; z € D(a; R)} = max(|f(2)|; z € D(a; R)}. | (a) Sea E€ C, então az, > az. 
A prova ai primena parte do teorema é análoga e será deixada (b) mn wn > zw. 
como exercício para o leitor. 0 


Corolário 9.20. Se f: 5 A i) | | x 
oro ario e f:C— C éuma função polinomial, então, dado | E E E A EET 
R > 0, existem zm e zm em D(a; R), tais que | - 1 


| | * ão séri 
Es | 4. *SeabeCe)>/2k € ),w>1Wk São séries convergentes de 


H(em)| = mint|f(2)|; z € D(a; R)) 


e | vergente, com 


números complexos, mostre que > ,1(42x+bwy) também é con- 


em 


(zu )| = maxt|f(2)|; z e D(a; R)}. | | 
)} | > (az; + bwp) = aX m+b> wr. 
Prova. O exemplo 9.16 e o problema 6 garantem que |f| : C > | k>1 k>1 k>1 
[0, +00) é uma função contínua. Portanto, também é contínua a fun- | 
ção |f| : D(a; R) —> [0,+00). Basta, agora, aplicar o teorema de | 5. *SeDAXCYCCef:Y > C é uma função contínua, prove 
Weierstrass. | a | que fix : X — C também é contínua. 
6. * Se 0# X cC Cef: X — Cé uma função contínua, prove que 
|f|: X > [0, +20) também é contínua. 
Problemas — Seção 9.2 | | 7. * Seja 0 # X C Ce f: X — C uma função satisfazendo a 


; Ai ! seguinte condição: para z € X, existem A, B > 0 (em princípio 
1. * Se (zn)n>1 é uma sequência em C convergindo para z € C, 8 a E 4, (em princíp 


prove que (2Zn)n>1 é limitada, i.e., que existe M > 0 tal que 
[n| < M, para todo n > 1. Ademais, se |2,| < R, para todo | wE X, |w-z|< B > |f(w)- f(2)|<Ajw- z|. 
n > 1, mostre que |z| < R. | 


dependendo de z), tais que 


Mostre que f é contínua. 
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8. * Sea € C \ {0} e m € N, mostre que, para z € D(0; a temos 


1 MFRS aa 
FD m-— 1 jez 


n>0 


9.3 O caso geral 


De posse do material da seção anterior, podemos finalmente nos 
voltar à discussão do caso geral de (9.1), i.e., aquele em que as raízes 
complexas do polinômio característico (9.2) não são necessariamente 
distintas. Para tanto, nos valeremos da teoria de funções geradoras 
(discutida no capítulo 3 de [13]), adequadamente estendida a séries de 
potências sobre C. | | 

O resultado fundamental é dado pelo teorema a seguir. 


Teorema 9.21. Seja (On )n>1 uma sequência satisfazendo, para n > 1, 
a recorrência linear 


Antk = Uk-10n+k-1 F "+" + Uoan, 


onde uo,..., Uk-1 São números complexos dados, com ugo Æ O. Sejam 
21, :-.-., Y as raízes duas a duas distintas do polinômio característico 
(9.2) de (an)n>1, com multiplicidades respectivamente iguais a mı, ..., 
mı. Então, para n > 1 temos 


an = pi(n = D +---+ pin — E 


onde pı,...,pı E C|X] são polinômios de graus menores ou iguais a 
mı — 1, ..., mı — 1, respectivamente, os quais são totalmente deter- 
minados pelos valores de q, ..., ak- 


Prova. Afirmamos, inicialmente, que existe uma constante Ro > O 
tal que |an| < R”, para todos n > 1 e R > Rọ. De fato, se |an| < R” 
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para 1 < n < m, com m > k, então 


[Om] = Ukam e aA a + Uoam-—k| 
< Jug- |aäm-1l Tae jur||am-k+1| + [uo||am-k| 
< Jupa | RTE -o jua | REH + Juo] R" 
= Rº (jur |R +-+ + ju] R + [uol). 


Portanto, se g(X) = X* — lupa|X' 1! — --- — |u| X — juole Ro > 0 
for tal que g(R) > 0 para R > Ro, então, para cada um de tais R’s, 
temos pelos cálculos acima que 


jam) <Rº (Jup) RFT! + -- -+ ju | R + uol) 
<RE.R'=R”. 


Basta, pois, escolhermos, de início, Ro > 0 tal que |ay|,..., |a| < Ro 
e g(R) > 0, para todo R > Ro. 
Agora, fixe R > Ro e seja 


Fis ` apa 


n>l 


Como |an| < R” para n > 1, o teste da comparação garante a con- 
vergência de F no disco aberto D(0; t) do plano complexo. Sejam 
F(X) = X* — ug- X"! — - - - — uX — w o polinômio característico 
de (an)n>1 € h(X) = ~u X" — u, Xft —...—upk—1X + 1 seu recíproco 
(ðh = k, uma vez que uo £ 0). Para z € D(0; 5), temos 


k—1 
h(z)F(z) = — bD E anz” | + >. TA 
j=0 


n>1 n>1 
k—1 
pa 
=- ) Ujanz” 14 X faze 
9=0 n21 n>1 


k—1 
— ) X Wanka F X Ana. 


j=0 n>k—j+1 n>1 
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Para j > 2, escreva segue de (9.1) que 
k—1 k—1 
n N n 
4 1 = ) ) UjAn-k+jZ + > ün?” = X E ` Ujln-k+j Fan | 2 
n “A =2 n>k >k >k =2 
> | Ds a > | UjAn-k+jZ + > UA 4 | ae É e 
n>k-j+1 n=k-j+1 n>k | — n 
| = p: ua tappe + X ) E à innt Han jz 
i n>k+1 j=2 
k-1 
e analogamente para > sy 0,2”. Obtemos k 
> = | = >. ua; tak] z + bo (Uoan-k FU An-k+1) 2 
j=2 n>k+1 
© $ Portanto 
h(z)F(z) = — X Ugün-kZ” — X a E E | 

n>k+1 n>k od n n 

io o I h(z)F(z) =- X Ugän-kz” — > uan-ky2 
| n>k-+1 n>k 

j=2 Nn=k-j+1 >k 1 > 

j n> | € + E? Ujaj + Ok 2" + (UoAn— k + Ulân— pae 


Fo ta Da | k-i ei k—1 


= ` >. Ujln-k+jZ + >. an2” j=1 j=2 n=k-j+ 
j=2 n>k n>k 
e ado ae de sorte que 
E i A | KAFE) =C) 
` j=2 n=k—j+1 n=l | para z € D(0; t), onde p € C[X] é um polinômio não nulo, de grau 
Op <k-—1. 
| | Como h(0) = 1 # 0, aumentando R, se necessário, podemos supor 
Mas, como | | | queh(z) £0 para z € D(0; 5). Por outro lado, como 
f(X) = (X = 2) ... (X — a)”, 
k—1 k—1 


| "O n | temos 
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de sorte que 


para z € D(0; $). 
Agora, observe que 


Op < k = O((1 — nz)" ... (1 — az)™). 


Portanto, aplicando à igualdade (9.6) a fórmula de decomposição em 
frações parciais (conforme o problema 6, página 163), concluímos pela 
existência, para 1 < j <le 1 < nj < mj, de constantes d;n,, unica- 
mente determinadas pelos coeficientes de p (e, portanto, por ay, as, 


...; Qk € Up, U1, -.., Uk-1), tais que 
do ci r 
Prez Ps (9.7 
ET ar | 


para z € D(0; $). 
Mas, se r = min{ Ł, e Ro ido então o resultado do problema 8, 
página 234, garante que 


1 (C T Nj — ) = 
— = AHA 
(1 — zz)" 2 nj—1 y 


para 1 <j <l, 1 < nj < mj ez € D(0;r). Portanto, segue de (9.7) 
que, para |z| < r, | 


a aba, A] 
Pe =z > ba ` din; ( n ] zear 


j=1 nj=1 n>0 


l Mj | 
DDCA O Da) o 
J 


n>0 Nj=1 n;=1 


l Mj 
DD Da N] 


n>1 \ j=l nj=1 
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Uma vez que a, é o coeficiente de z” na série que define F', segue 
da última igualdade acima e do corolário 9.18 que 


9=1 n;=1 
l Mj d. | 
= ` >. Ta = Dt — 2)(n + nj — 3)... (n + Dna” 
j=i nj=1\ 3 l 
l 
=> yn- Da, 
j=1 
onde 
E 
p(X) = >, Ro -1(X +n;—2)...(X +1) 
n;=1 J l 
Sem e NC 
um polinômio de grau menor ou igual a m; — 1. E 


A fim de apresentar uma aplicação relevante do teorema anterior, 
precisamos da seguinte definição. 


Definição 9.22. Sejam dados uma sequência (an)n>1 € um inteiro 
m > 1. Dizemos que (an)n>1 é uma 


(a) PA de ordem 1 se (a,)n>1 for uma PA. 


(b) PA de ordem m se a sequência (bn)n>1 for uma PA de ordem 
m — 1, onde bn = an+1 — an, para n > 1. 


O lema a seguir caracteriza PA’s de ordem m por meio de uma 
recorrência linear que generaliza a recorrência satisfeita pelas PA's 


ordinárias. 


RR E 
ESTREIA RE 


= = 


a E 


Saa a == 
E HE 


240 Recorrências Lineares 
LU O  Recorrências Lineares. 


Lema 9.23. Uma sequência (an)n>1 é uma PA de ordem m se, e só 
se, 


1 m+1 +1 
(Ema (P Jenera teo 


m+ i1 
(9.8) 
para todo n > 1. 


Prova. Inicialmente, seja (an)n>1ı uma PA de ordem m. Sem = 1, 
então (an )n>1 é uma PA e (9.8) se reduz a a,,2 — 2an+1 + an = 0 para 
n > 1, relação que sabemos ser sempre satisfeita por uma PA. Por 
hipótese de indução, suponha que (9.8) é válida quando m = k — 1. 
Para m = k, a sequência (b,)n>1, dada por bn = an41 — an é, por 
definição, uma PA de ordem k — 1. Portanto, segue da hipótese de 
indução que | | 


(1) is E EEE? a(k) ba =0, (9.9) 


para todo n > 1, ou, ainda, 


k k 
AO (an+k+1 = An+k) g 1 (Ark za Qntk-1) Edi 


É + (1 (1) (an+1 — Gn) = 0, io 


para todo n > 1. Mas, isso é o mesmo que 


Cam = (6) + (1) aee (5) + (5) ama 
ati ((, h + til anta + (1 (1) an =0, 


(9.11) 


A partir daí, a relação (9.8) para m = k segue da relação de Stifel, 


juntamente com o fato de que (6) = E) e (E) = o: 
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Reciprocamente, seja (a, )n>1 uma sequência para a qual vale (9.8). 
Se m = 1, então ar,2 — 2an+1 + an = O para n > 1, de sorte que 
(an)n>1 é uma PA. Por hipótese de indução, suponha que a validade 
de (9.8) para m = k — 1 acarreta que (a,)n>1 é uma PA de ordem 
k — 1. Considere, então, uma sequência (a, )n>1 que satisfaz (9.8) para 
m = k, i.e., tal que 


k+1 (k+1 k+1 
0 Jaen- ( 1 Dont ton Dan=0 


para n > 1. Então, utilizando a relação de Stifel, juntamente com 
as igualdades Ca = (5) e (EM = (1), reobtemos sucessivamente as 
relações (9.11), (9.10) e (9.9), para n > 1. Portanto, segue da hipótese 
de indução que a sequência (b, )n>1 é uma PA de ordem k — 1, de sorte 


que, por definição, (a, )n>1 é uma PA de ordem k. O 


Podemos, finalmente, apresentar a aplicação prometida do teorema 
9.21. 


Exemplo 9.24. Se (an)nzı é uma PA de ordem m, então (9.8) vale 
para todo n > 1, de sorte que o polinômio característico de (an)n>1 É 
m+1 m+1 m+1 
X) = XM+I no xm Ea —1 m+1 
oo = (Pi (Pescar (es! 
= (X — mt. 
Pelo teorema 9.21, existem constantes œo, 01, ..., Am tais que 
an = Qo +ma(n— 1) +: +amin— 1)”, 
para todo n > 1. Avaliando a relação acima para n = 1, obtemos 
œo = 01; avaliando-a para n = 2, ..., m + 1, obtemos q, ..., Qm 
como soluções do sistema linear de equações 


ata ENRETA 


a2 — Qı 
E P E EE = a3 — Qi 
MaI + Ma +: +M Am = am41 — 0 
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Observe que o fato de um tal sistema linear de equações sempre admitir 
uma única solução é uma decorrência imediata do teorema 9.21. 


Problemas — Seção 9.3 | CAPÍTU LO 10 


1. Seja k um natural dado e (an)n>ı uma sequência tal que 


f | An = 5 (n-k F An+k), 

H | Soluções e Sugestões 

o para todo natural n > k. Use o teorema 9.21 para mostrar que d f 6 

i Z Jo! 

l im = DAt DB 

vi, 

ni 

(a para todo n > 1, onde w = cis A. 

il 2. Prove as identidades da proposição 4.17 com o uso de funções 

| geradoras. Seção 1.1 

E | 2 Para o item (b), escreva |z + w|? = (z + w)(z + w) e use o resultado 
ho | | | do item (b) do lema 1.1, juntamente com 1.8. 

| | 3. Para o item (a), aplique a desigualdade |z + w| < |z| + |w|, com u— z 
a | | no lugar de z e z — v no lugar de w. Para o item (b), observe que a 
pa | | desigualdade em questão é equivalente a —|z—w| < |z|—|w| < |z—w!; 


em seguida, para obter a desigualdade |z| — |w| < |z — w|, aplique a 
desigualdade |z + w| < |z| + |w], escrevendo z — w no lugar de z. 


4. Se z tem a forma do enunciado, use o item (a) do problema 2 para 
concluir que |z| = 1. Reciprocamente, suponha que |z| = 1. Imponha 
que z = RT com w € C, para obter w = ii; em seguida, use os 
itens (b) e (d) do lema 1.1, juntamente com o fato de que |z| = 1, 
para concluir que w E R. | 
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5. 


10. 


Soluções e Sugestões 


Desenvolva ambos os membros da desigualdade |z — a|? < |1 — az]2, 
utilizando o resultado do item (b) do problema 2. 


Note inicialmente que zk+1 = Zk (1 + a) Em seguida, calcule 
|zk| em função de k utilizando produtos telescópicos. Por fim, veja 


ME A 
que Zk+1 — Zk Vl 


Revise a definição de adição e subtração de vetores, no capítulo 8 de 
[11]. 


Suponha que uma tal ordem total exista e chegue a uma contradição. 


As verificações dos itens (a) a (e) são longas, mas elementares. Quanto 
ao item (f), a primeira parte é imediata a partir da definição da mul- 
tiplicação em H; para a segunda parte, basta utilizar a igualdade 
|aß|? = aa, juntamente com o resultado do item (e). O item (g) 
segue da segunda parte de (f). Finalmente, se a € H (0h, então 
ap =; daí, se aß = 0 e a Æ 0, então 


o= il) = (5a) 6=1:0=8 


Por fim, se ap = 1, então ab -afz = 0 ou, ainda, a (8 — Er) = 0; 


mas, como a Æ 0, segue que 5 = TolZ (aqui, escrevemos a — 8 para 


denotar a + (—8), onde —8 = (—w) + (=x)i + (—y)j + (—2)k se 


B=w+xi+y)+ zk). 


No plano complexo, sejam a, b, c, d e e os números associados aos 
vértices de P e suponha, sem perda de generalidade, que lo = |b — cl. 
Em seguida, use um argumento geométrico para mostrar que podemos 
supor que d = 0 e e = 1. Em seguida, observe que as condições do 
enunciado equivalem a que lal2, |b]2, |cl2, la — 112, |b — 1/2, Je — 12, 
ja — b|? e |a — c|? sejam todos racionais. Conclua, com o auxílio do 
problema 2, que Re(a), Re(b), Re(c), Re(ab) e Re(ac) são racionais 
e, também, que Im(a)? = |a|2 — Re(a)2 é racional. Como 


Re(ab) = Re(a)Re(b) — Im(a)Im(b) 


(b 
= Re(a)Re(b) + Im(a)Im(b), 
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deduza que Im(a)Im(b) é racional; analogamente, Im(a)Im(c) tam- 
bém é racional. Agora, como (novamente pelo problema 2) |b — c|? = 
|b|2 + |c|? — 2Re(be), basta mostrarmos que Re(bc) é racional. Para 
tanto, veja que 


Re(be) = Re(b)Re(c) + Im(b)Im(c), 
de sorte que basta mostrarmos que Im(b)Im(c) é racional. Para o que 
falta, escreva 


Im(a)Im(b) - Im(a)Im(c) | 


Im(b)Im(c) = Info)? 


Seção 1.2 


1. 
2. 


Adapte, ao presente caso, a prova do corolário 1.7. 


3k 3k+1 3k+2 — 


Comece observando que w + 1 = -—lew 
w2, para todo k € Z. 


SA =wew 


Ponha 1 + 3 em forma polar e use a primeira fórmula de de Moivre. 


Conjugue a segunda equação para obter Zı +Zo +23 = 0. Em seguida, 
use a primeira equação e o item (d) do lema 1.1 para concluir que 
1 + = — = = 0 e, daí, que 2122 + 2123 + 2923 = 0. Por fim, observe 
que 0 = 21(2122 + 2123 + z223) = 2? (z2 + z3) + 1 = —z9 + 1, valendo 
identidades análogas para 29 e 23. 


Adapte, ao presente caso, a solução do exemplo 1.11. Para tanto, 


2n 
m~ . 1+z Zro 
comece mostrando que a equação dada equivale a (1) ==. 


Adapte, ao presente caso, a solução do exemplo 1.11, consoante a 
sugestão dada ao problema anterior. 


Escreva an = (n — w)(n — w2), com w = cis &. Em seguida, recorde 
= (k+u?)(k— 
(k + w)(k — wu) = 


que 1+w+w? = 0, de maneira que (k-1—-w)(k —w?) 
w?) = k? — w e, analogamente, (k-1 —-w?)(k —w) = 
k2 — +. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


Soluções e Sugestões 


. Pondo w? = p? — 4q?, use a fórmula de Báskara para mostrar que 


as raízes têm módulos iguais se, e só se, Re(pw) = 0; em seguida, 
substitua p = r cis œ, q = scis 8 e w = tcisy em w? = p° — 49º, com 
r,s,t E€ R4, e conclua que |a — 8| é um múltiplo inteiro de 7. 


. Fazendo 29 = 2421 e 23 = 2)+21, mostre que podemos supor 2, = Q: 
2 3 ) q p p D) 


em seguida, fazendo 25 = wz e 23 = wz3, mostre que podemos supor 
apl 

2m 
n 
partes real e imaginária do primeiro membro de (1.19). 


Se w = cis &, use a primeira fórmula de de Moivre para calcular as 


Para o item (a), adapte a sugestão dada ao problema anterior. Faça 
o mesmo quanto ao item (b), utilizando também a fórmula sen 2r = 


5(1 — cos(2x)). 


Para k € N fixado, o conjunto das raízes n—ésimas da unidade é um 
subconjunto finito de C satisfazendo as condições (a) e (b). 


Comece utilizando a finitude de A para mostrar que todos os seus 
elementos são raízes da unidade. Em seguida, se z € A e zf = 1 para 
algum natural k, mostre que k | n. 


Opere duas vezes a substituição z => wz +a na condição do enunciado. 


Seção 2.1 


2. 


Para o item (c), lembre-se de que, de acordo com o exemplo 5.12 
de [10], todo número natural pode ser escrito, de maneira única a 
menos de uma reordenação, como uma soma de potências de 2, com 
expoentes inteiros não negativos e dois a dois distintos. 


. Por contraposição, mostre que se f,g € K[X] \ {0}, então fg 0. 


Para tanto, escreva f(X) = 32 aiX* e g(X) = 55;-1b;Xº?, com 
ak, bi 0, e examine o coeficiente de X*+ em fg. 


. Se g(X) = f(X) + 5, então g(X) + g(1 — X) = 0 ou, ainda, g(X) 
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—g(1 — X). Fazendo g(X) = (X — a)?! devemos ter (X — a) = 
-“1-X-a = (X +a-l1) Basta, pois, escolher a de tal 
forma que a = 1 — a, i.e., a = T 


[= 


Seção 2.2 


. Comece escrevendo X? + X +1 = (X? — X +1) + 2X. 


. Comece observando que 


X?” 1 = (X7 +1 (X7 —1) 
Z a i ças + ID (é na 1) ado. 


de sorte que X?” + 1 divide X?” — 1. 


. Escreva f(X) = (X +2) (X) — 1 = (X — 2) (X) + 3, com q1,qp € 


Q|X]. Em seguida, se qı(X) = (X — 2)q(X) + r, então f(X) = 
(X? —4)a(X) +(X +2)r— 1. Use a parte de unicidade do algoritmo 
da divisão para concluir que r = 1. 


. Escreva f(X) = (X +1)(X? + Da(X) + (aX? +bX + c), para certos 


a,b,c € R. Em seguida, mostre que os restos das divisões de aX? + 
bX +c por X +1 e X? +1 são respectivamente iguais aos polinômios 
a—b+cebX +(c-a). 


Seção 3.1 


1. Inicialmente, mostre que é suficiente considerar o caso em que f é da 


forma f(X) = aX”, para algum a € K \ {0}, e g não é constante. 
Para o que falta, use o corolário 3.14. 


- Para o item (a), use a fórmula do binômio de Newton; para (b) 


Soluções e Sugestões 


b) 


escreva f(X) = c,X” +--+ cX + c e use (a) para concluir pela 
existência de racionais 4 e B tais que f(a + br) = A+ Byr. Em 
seguida, aplique o resultado do problema 1.3.3 de [10]. 


. Use o resultado do problema anterior para concluir que o polinômio 


dado é divisível por X? — 2X — 1. 


. Use o algoritmo da divisão. 


. Comece observando que, se um tal f existir, então f(y)? = 1 — y?, 


para todo 0 < y < 1 e, daí, para todo y € R. Em seguida, conclua 
que Of = 1 e chegue a uma contradição. 


Use o teste da raiz para +i. 


Se a fosse uma raiz inteira de f, use a condição f(0) ímpar, junta- 
mente com o critério de pesquisa de raízes racionais, para concluir que 
a seria ímpar. Em seguida, mostre que se x for ímpar, então f(x) e 


f(1) têm paridades iguais, de sorte que f (a) seria ímpar e, portanto, 


não poderíamos ter f(a) = 0. 


Sendo r a razão da PA, escreva x = y — r e z = y +r e conclua 
que o polinômio Xº — 10X“ — 20X? — 2 tem a raiz racional x/r. Em 
seguida, aplique o critério de pesquisa de raízes racionais para chegar 
a uma contradição. 


Uma vez que {2 cos 0; 0 € R} = [-2,2], o qual é um conjunto infinito, 
o corolário 3.10 garante que há, no máximo, um polinômio f, satis- 
fazendo a condição do enunciado. Agora, para o item (a), é imediato 
verificar que fi(X) = X e (com o auxílio de um pouco de trigonome- 
tria) fo(X) = X? — 1 satisfazem as condições do enunciado. Para o 
que falta, seja (Jn)n>1 a sequência de polinômios tal que A(X) = X, 
fa(X) = X? —1 e fr42(X) = X fk+1(X) — fk(X), para k > 1 inteiro. 
Suponha, por hipótese de indução, que f;(2cos0) = 2cos(j0), para 
1 <j <k+1etodoĝ e R. Com um pouco de trigonometria, é 


10. 


11. 
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imediato verificar que 
2cos 0 - 2cos(k + 1)0 — 2 cos(k0) = 2 cos(k + 2)0 
ou, O que é o mesmo, 


fr+2(2 cos 0) = 2cos0- fexi(2c0s6) — fk(2cos 0) 
= 2 cos 0 - 2cos(k + 1)0 — 2 cos(k0) 
= 2 cos(k + 2)0, 


para todo O € R. Por fim, (b) e (c) seguem imediatamente de (a) 
por indução sobre n € N. 


| 


Sejam m,n, p,q E€ Z, tais que n, q Æ 0 e cos(Z7m) = 2. Use o resultado 
n q 


do problema anterior para mostrar que fn 2) = 2(—1)™” e, daí, que 
q 


a é raiz de um polinômio mônico e de coeficientes inteiros. Por fim, 


como e = 2cos(Z'7) € |-2, 2], conclua que E =0,+5 ou +. 


Suponha que o polinômio em questão possui uma raiz inteira, r diga- 
mos, de sorte que 


r — 1994rº + (1993 + mr? — Ilr +m =0. 


Examinando tal igualdade módulo 2, conclua que m e r são pares. 
Suponha, agora, que a e b sejam raízes inteiras distintas do polinômio 
em questão. Então, subtraindo membro a membro as igualdades 


a” — 19940? + (1993 + m)a? — 11a +m = 0 


bt — 1994bº + (1993 + m)b? — 11b + m = 0, 


e fatorando a — b do resultado, obtenha 
(a +b)(a? + b°) — 1994(a° + ab + b°) + (1993 + m)(a +b) = 11 


e chegue a uma contradição. 
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12. Seja X?— X —1 = (X —u)(X —v). Pelo teste da raiz, basta encontrar- | ; use as condições do enunciado para mostrar que 1 é raiz de f — g e 
mos todos os a e b tais que au!” +bult+1=0eavl + bulês1=0, | que (F(X) + (X))((X) — g(X)) = pego), 


16 16 


Multiplicando a primeira relação por u e sub- 


n 
traindo os resultados, obtenha a = a 
e mostre que zı = T2 =1e%7,492 = io + Zn, para todo n € N, de 
sorte que a sequência (Z,n)n>1 é a sequência de Fibonacci. Conclua, 


a partir daí, que a = 987 e calcule o valor de b de modo análogo. 


*, a segunda por v 


16 _,,16 
a Agora, defina x, = 


Seção 3.2 


1. Adapte, ao presente caso, a demonstração do teorema 3.21. 


AOR a o) j AE) aaa a CO A pao a EOE 2. Adapte, ao presente caso, a demonstração do teorema 3.21. 
nulos e dois a dois distintos. Para d € Z, mostre que p(p(d)) = 0 

se, e só se, d = Q; para algum 1 < ¿i < n ou p(d) = ai, para algum | 3. Use o resultado do problema anterior. 

2 <i <n. Neste último caso, temos d Æ 0; ademais, escrevendo 


a = Qi, mostre que existe q € Z* tal que d(d — a)q = a. Conclua que 


4. Aplique a fórmula de multiseção. 


EEE EEE EEE 
DOE TOO NS S DE E TE e = $ -im ni ORE Ê : Es TBE EE Este 
E es E ra E a AE E e TA SE AE o om PEET E EE ec GRE: se ean AD po SSL AE i a É, PO PER nr tom 7a 
EE Er Ed dt RE Di ERR dA guiando x GON N - 


| dq + 1 = —1 e, daí, que d = 5. Por fim, deduza, a partir daí, que 5. Argumentemos como na prova do teorema 3.22: se f(X) = 3 u>o 0k X" 
| (d — 2)... (d — an) = 2, e use o fato de ser n > 4 para chegar a uma | e S denota o segundo membro da expressão do enunciado, então 
| contradição. 
T l 14. Há dois casos essencialmente distintos, quais sejam, f (p1) = f (p2) = S = Su (p= > apu?" 
[l f (p3) = 3 e f (p4) = —3, ou f (p1) = f (p2) = 3 e f (p3) = f (p4) = —3. P3 k20 
hil No primeiro caso, mostre que f(X) = a(X — pi)(X — po)(X — p3) + 3 o (p-1)r+k)j 
W e use, em seguida, a condição f(p4) = —3, juntamente com o fato de ~op 3 Eu 
na os p;'s serem primos e distintos, para chegar a uma contradição. No 
ih segundo caso, mostre que f(X) = a(X — pı)\(X — p)(X — q) + 3e | =4 Da Sub D 
calcule f (0) para concluir que q = TAT use, em seguida, as condições | Piso j=0 
f(p3) = f(pa) = —3 para chegar a uma contradição. 
onde utilizamos a relação wP = 1 na última igualdade. Agora, se 
15. Use o teste da raiz para concluir que p(X) = 5+ (X —a)(X — b)(X — k = (mod p), digamos k — r = pq, então 
c)(X — djg(X), para algum polinômio q € Z[X]; em seguida, faça 
x = m nas funções polinomiais corres ondentes e chegue a uma con- < — 
tradição. Roe i a E 2 = 2 l =p; 
16. Se w = cis ar, então w e w? são raízes cúbicas da unidade e as raízes E: 4 r (mod p), então wk-" Æ 1 e, pelo lema 1.12, temos 
de X? + X + 1; use tais fatos para examinar para quais k € N temos 
wt + 1+ (w +1) = 0 e, analogamente, para w? no lugar de w. E aê Lo 


Er Djs E Te 


17. Comece definindo f(X) = X; X“eg(X) =>, Xº:; em seguida, 
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Portanto, 


ea ` 


k=r (mod p) 


akp = DD Ak. 


k=r (mod p) 


6. Use o resultado do problema anterior. 


Seção 3.3 


l. 


2: 


Reveja a dedução da fórmula de Báskara, em [10]. 


Conjugue ambos os membros da igualdade f(z) = 0. Em seguida, 


escreva f(z) = anz” +-+- + aız + ao e use os itens (b) e (c) do lema 
Lol: 


Para f(X) = X? + 92X — 1 temos que i é raiz mas —i não é raiz. 


Use o corolário 3.25 e o resultado do problema, 2. 


Se f(X) = anA Tia qa es com an Æ 0, segue de 
f(a) = 0 que o” a Lod lares q O — 2, Agora, argumente 
por indução para provar (3.9) para m > n. Paa provar (3.9) para 
m = —1, escreva a igualdade a”! f (œa) = O em termos dos coeficientes 


de f; para o caso m < 0 geral, use novamente indução. 


Use a desigualdade triangular para concluir que, se |z| > 1, então 
lanllz]” < lana]|2]"! ++: + Jarllzl + lao] < nAle|po! 


Se z = & + fi é uma raiz complexa de f tal que a > 2, use a 
desigualdade triangular, no espírito da sugestão dada ao problema 
anterior, para concluir que |a,2” + an-12"7!| < er, mostre, a 


partir daí, que |z| < 1 + Ei e, por fim, substitua z = a + ið. 


Para o caso de grau quatro, se z € C é uma raiz, então z Æ 0 e 
a (2? + 4)+b (z + t) +c; faça agora a mudança de variável w = z+ż. 
Para o caso de grau seis, raciocine analogamente. 
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a a a l a e a a a SA cgi oe 


10. 


11. 


12. 


13. 


Use a condição do enunciado para obter a forma fatorada do polinô- 
mio g(X) = (X + 1)f(X) - 


Mostre inicialmente que, se a, b e c são tais raízes, então a hipótese 
de que a, b e c são positivos garante que a, b e c são os lados de um 
triângulo se, e somente se, (a+b—c)(a+c—b)(b+c—a) > 0; em seguida, 
substitua a + b + c = —p no primeiro membro dessa desigualdade e 
X-a(X —b(X 


Assim como no exemplo 3.27, substitua X por 1 na forma fatorada de 
xr 14 x"-24...+X+1. Em seguida, use um pouco de trigonometria 
para mostrar que, se w = cis er então |1 — w*| = 2sen“Z nz , para 


I<k<n. 


use a forma fatorada ( — e) do polinômio. 


Use o resultado do problema anterior, juntamente com a relação 
sen (m — x) = sen x, para x E R. 


Se z € C for uma raiz de p, mostre que 2? e z — 1 também o são. A 
partir daí, conclua ae que |z| = 1, |z- 1| = 1 e z = w ou 


z =U, onde w = cis 2 &. Por fim, use o resultado do propio 2: 


Seção 3.4 


L. 


. Use o item (b) da proposição 3.29 para mostrar que f'(z) 


Use o resultado do corolário 3.32, nos moldes do exemplo 3.33, para 
mostrar que 8aº — 25a2 — 180a + 608 = 0. Em seguida, conclua que 
a = 4. 


Escreva f(X) = g(X)2h(X) e, em seguida, calcule f’. 


= Dja E 


. Use o item (b) da proposição 3.29 para mostrar quer 


(2) 


(2) = 3 ROLA 
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5. Pondo f(X) = [k (1+ ;X*), mostre que f(1) = n +1. Em 


seguida, mostre que 


1 
f(X)=1+ a AN) 
de T(S) 


e calcule f'(1). Por fim, calcule Fia com o auxílio do problema 


anterior. 


6. Basta mostrar que, se um semiplano qualquer do plano complexo 


contiver as raízes de f, então ele também conterá as raízes de f’. 
Por absurdo, suponha que exista uma reta r tal que um dos semi- 
planos que ela determina contém uma raiz w de f”, enquanto o outro 
contém as raízes de f. Seja u € C de módulo 1 e tal que o vetor u 
é perpendicular a r; se f(X) = a(X — 21)... (X — zn) e 0 e 8; são 
respectivamente os argumentos de u e de z; — w, use o resultado do 
problema 3 para mostrar que | 


n 
Re >. |z; — w| cos(9; — 0) | = 0. 
j=1 | 
Agora, observe que (zj — w)/u tem um argumento em (—3, 5) e use 
a igualdade acima para chegar a uma contradição. 


7. Se f(X) = Epo kX", com cy E Z, então f(X) = Seco cala +X — 


a)". Expanda a expressão do segundo membro em potências de X —a 
e compare o resultado com (3.10), quando z = a. 


8. Faça indução sobre k > 1. Para o passo de indução, se my € N for tal 


que f(my) = 0 (mod pf) e f'(my) O (mod p), faça mp1 = m+xp*, 
com x € Z a determinar. Em seguida, use a fórmula de Taylor (3.10), 
juntamente com o resultado do problema anterior, para mostrar que 


Fm) = f(my) + f(my)xp* (mod ptt); 


a partir daí, mostre que é possível escolher x de forma que f(mp1) = 
0 (mod p*+1). Por fim, como mp1 = my (mod p) e f’ € Z[X], temos 
F (mes) = f (mg) £ 0 (mod p). 


259 


Seção 4.1 
1. Adapte, ao presente caso, a demonstração da proposição 4.1. 


2. Para o item (a), adapte a ideia da solução do exemplo 4.3. Para o 
item (b), comece escrevendo 


(X-Y) +Y -Z +(Z-X} = (X-Y)Y -Z)(Z-X)f(X,Y, 2), 


com f de grau 2; em seguida, use a igualdade —y' + (y — 2) + 2% = 
—yz(y—z)f(0,y,z) para mostrar que f (0, Y, Z) = 5(Y2-YZ+2º) e, 
analogamente, f(X,0, Z) = 5(X? — XZ + Z?) e f(X,Y,0) = 5(X? — 
XY + Y?). Por fim, mostre que 


F(X,Y, Z) =5(X?° +Y’? + Z°- XY - XZ -Y Z). 


3. Adapte a ideia da solução do exemplo 4.3 para concluir que 
F(X,Y, Z) = (X +Y)(X + ZXY + Z)g(X,Y, Z), 


com g de grau 2. Agora, use a igualdade f(0,y,z) = yzg(0,y,z) para 
mostrar que g(0, Y, Z) = Y? +Y Z+ Z? e, analogamente, g(X,0, Z) = 
X? + XZ + Z? eg(X,Y,0) = X? + XY + Y°. Por fim, mostre que 


g(X,Y, Z) = X? +Y? + Z+ XY +XZ+YZ. 


Seção 4.2 


1. Use a simetria de f e g para mostrar que, fixada uma permutação o 
de In, temos h(x1,...,Zn) = h(£o(1);- - - , Vo(n)) para infinitos z1, ..., 
£n E€ K. Você precisará utilizar o resultado do problema 1, página 
90, bem como o resultado da proposição 4.1. 


4. Fazendo a? +b? + cœ = k, temos a’ + 3a? = 3k — 25, de modo que a é 
raiz de f(X) = Xº 43X? + (25 — 3k); analogamente, b e c são raízes 
de tal polinômio. Agora, use as relações de Girard para concluir que 
a+b+c=-3eab+ac+bc=0,desorte que a? +b? + e —9. 
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10. 


11. 


12. 
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. Sendo 21,22,23 as raízes complexas do polinômio dado, o polinômio 


desejado é f(X) = (X — z))(X — 23)(X — 23). Use as relações de 
Girard, juntamente com o resultado do exemplo 4.3, para calcular 
os coeficientes de f em termos dos complexos dados a, be c. Por 
exemplo, sendo g(X) = X? + aX? + bX + c, temos g(X) = (X — 
2 (X — 22)(X — z3) e, daí, 


2 + zo + Es = (21 + 29 + 23)? — 3(21 + zo)(21 -+ z3) (z2 + 23) 
— (—a)? — 3(—a — z3)(—a — z9)(—a — 21) 


= -q* — 3g(—a) = —a? + 3ab — 3c. 


Para o item (a), use os resultados do problema 2, página 74 e do 
exemplo 4.7; para o item (b), use o resultado do problema anterior. 


Adapte o argumento do exemplo 4.7. 


Se f(X) = (X —a(X — b)(X — c), então f(X) = X? — p, onde 
p = abc £ 0; argumente, agora, como na sugestão ao problema, 5, 


página 75. 


. Aplique o resultado do exemplo 4.7 ao polinômio g(X) = X1% 4 


IXP A IXB A... agBX? + agg X + a100; em seguida, mostre que as 
raízes de g são os inversos das raízes de f. 


Sendo ax + by = c a equação de uma reta satisfazendo as condições 
b C ~ 2 

al — « na equação que define o gráfico 
de f e, em seguida, use as relações de Girard para calcular o valor de 


£1 + £2 + T3 + T4. 


do enunciado, substitua y = — 


Sendo (x — a)? + (y — b)? = R? a equação do círculo, substitua y = E 


na mesma, utilizando em seguida as relações de Girard para calcular 
o produto das abscissas dos pontos de interseção. | 


Para o item (a), use o corolário 3.32. Para o item (b), use o fato de 


queal=al+ta+l,e analogamente para b e c; para o item (c), use 


(b) e as relações de Girard. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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Para o item (a), use indução; para o item (b), observe inicialmente 


que 


F(X) = X” + s1 X"! + sX"? +- + sa X + sn. 


Faça indução sobre n > 1 para concluir que zı = T2 =: = Tn = 1. 
Para o passo de indução, se 


F(X) = (X — 21)(X — z2) --- (X — £n) 
=X dana A Part EX Edo; 


conclua que 


O = f(x) + fluxo) +: + fan) 
=n+nan+:+an+tagn=nf(l). 


Conclua inicialmente que as raízes de f são negativas; em seguida, 
use as relações de Girard e a desigualdade entre as médias aritmética - 
e geométrica para deduzir que ak > fas paral<k<n-—l. 


Sendo z1, ... , £n as raízes de f, use as relações de Girard para concluir 
que $; z? = 3 e [[,x7 = 1; então, aplique a desigualdade entre 
as médias aritmética e geométrica para concluir que n < 3. Por fim, 
considere separadamente cada um dos casos aos quais o problema 


ficou reduzido. 


Seção 4.3 


1. Para 1 < k < n use o teorema de Newton e as relações de Girard; 


para k > n + 1, use o item (a) da proposição 4.17. 


2. Use o item (b) da proposição 4.17 para provar, por indução sobre 1, 


que as i—ésimas somas simétricas elementares de a1, ..., an € by,..., 


bn coincidem, para 1 < i < n; em seguida, compare os coeficientes 
dos polinômios [[;-,(X — a;) e [j= (X — b;). 
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3. Use o item (b) da proposição 4.17 para provar, por indução sobre j, 


que sj = É: para 1< j < k. 


Para o item (a), fatore X” — 2” sobre C e use o resultado para fatorar 
g sobre C. 


Para o item (a), se f(X) = X” + an1 X"! +- +aıX + ao é 
um polinômio de coeficientes inteiros e tal que todas as suas raízes 
complexas têm módulo 1, use as relações de Girard para mostrar que 
jan-k| < (4), para 0 < k < n. Para o item (b), sejam a@1,...,@n 
as raízes de f. Mostre, com o auxílio do teorema de Newton, que o 
polinômio f(X) = (X — a) ... (X — 02º) tem coeficientes inteiros, 
para todo k > 1. Em seguida, use o item (a) para garantir a existência 
de naturais k < l tais que fk = fi. Por fim, use tal igualdade para 
mostrar que a; é uma raiz da unidade, para 1 < i < n. | 


Seção 5.1 


Para cada raiz complexa não real z = a + bi de f, escreva o fator 
(X — z)(X — Z) de f como na prova do lema 5.1. Em seguida, ponha 
f na forma fatorada e mostre que |f(m)| £ 0,1. | 


Sea < a < p são as raízes de f mais próximas de a, aplique o teorema 
de Bolzano a intervalos do tipo (a,b) ou (b,a) contidos no intervalo 


(a, B). 


Por contradição, suponha f'(a) > 0 (o outro caso é análogo) e aplique 
o item (a) do corolário 5.7, juntamente com o resultado do problema 
anterior. | 


Aplique o teorema de Bolzano, o corolário 5.7 e o resultado do pro- 
blema anterior, observando que f(x) =0+67x=00uzx=êe 


FE) <0 < f(0). 


10. 


11. 
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Tome no maior que as maiores raízes reais de f e de f’. Use o te- 
orema de Bolzano, juntamente com o fato de que f(x) > O para x 
suficientemente grande (conforme estimativa análoga à que precede 
(3.7)) para mostrar que f(x) > 0 para x > no. Em seguida, use o 
corolário 5.7 para mostrar que f(u) > f(v) para u > v > no. 


. Tome, de acordo com o problema anterior, no € N tal que u > v > 


no > f(u) > f(v) > 0. Em seguida, se m > no é um inteiro tal que 
f(m) = p, um número primo, mostre que f(m + p°) é composto. 


11 


. Inicialmente, mostre que a condição do enunciado equivale a x: — x = 


ytt — y. Em seguida, prove que, para qualquer c € R, o polinômio 
f(x) = X" — X — c tem no máximo três raízes reais distintas; para 
tanto, você precisará utilizar os resultados do corolário 5.7 e do pro- 
blema 3, de maneira análoga àquela delineada na sugestão ao pro- 
blema 4. 


. Como À Æ 0, mostre que À é raiz do polinômio do enunciado se, e 


só se, f(A) = 1, onde f(X) = (X — ay)(X — a2)(X — as)(X — a4). 
Agora, mostre que f é decrescente em (— oco, a1), de sorte que f(0) = 1 
garante que À > aj. Por fim, note que, se ay < À < az, então 
f(A) < 0. 


. Sejam f(X) =aX!+bhXº + cX? + dX +e et > 1 tal que t? é 


uma raiz real de aX° + (c — b)X + (e — d). Mostre que f(t) f(—t) = 
(bt? + d)(1 — t?) < 0 e, em seguida, use o teorema de Bolzano. 


Faça 


n ; n TEET 
100) =D uX, X= 5, a 
s s J 
i=1 1,9=1 
e conclua que xg'(x) = f(x)? > 0, para todo x > 0. Em seguida, use 
o corolário 5.7 para concluir que g(1) > g(0) = 0, com igualdade se, 


e só se, g for constante. 


Comece mostrando que f tem três raízes reais distintas a < 5 < y, 
tais que -2<a<-l,0<8B<lel<y<2. Em seguida, observe 
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12. 


13. 


14. 
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que f(f(x)) = O se, e só se, f(x) = a, 8 ou y. Por fim, examine 
as quantidades de raízes reais distintas de cada um dos polinômios 


HX)-a f(X) -8 e f(X) -7. 


Seja g(x) = f(x) + f(x) + f(x) +--+ f™) (x) e suponha, por con- 
tradição, que g assume valores negativos. Então, f + O e a condição 
f(x) > 0 para x € R garante que n é par e o coeficiente líder de f 
é positivo. Portanto, lim,» +00 f(x) = +00, e o teorema de Wei- 
erstrass (o teorema 4.31 de [12]) garante a existência de xy € R tal 
que g assume seu valor mínimo em zo, valor este negativo. Segue do 
problema 3 que g'(x9) = 0. Mas, como 


I (xo) = (xo) + 1x0) + + f™ (x0), 


temos que 


0 > g(xo) = f(xo) + g'(xo) = f(xo) >D0,. 
o que é uma contradição. 


Mostre inicialmente que B pode jogar de forma tal que, quando falta- 
rem ser escolhidos exatamente três coeficientes, ao menos dois deles 
sejam coeficientes de termos X”, com r ímpar. Em seguida, após 4 
jogar, teremos f(X) = g(X) + aX* + bX!, sendo g um polinômio 
completamente determinado, 1 < k,l < 2n — 1 inteiros distintos e a 
e b coeficientes a escolher, tais que pelo menos | é ímpar. Por fim, 
como f(2) = g(2)+2*a+2!be f(—1) = g(-1) + (—1)Fa — b, teremos 
HO) + X H(—1) = g(2) + 2g(—1) + (28 + (—1)*2ha, de forma que 
ie Conclua que, após tal 
jogada de B, teremos f(2) + 2 f(—1) = 0, de sorte que, pelo TVI, f 
terá pelo menos uma raiz real, independentemente da última jogada 


de 4. 


B pode jogar escolhendo a = 


Sem perda de generalidade, suponha que o coeficiente líder do polinô- 
mio f, originalmente escrito na lousa, é positivo, e sejam a a menor 
e p a maior raiz real de f. Sea < 8, mostre que f'(a) > 0 ou 


l5. 
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f(B) > 0; se f'(8) > 0 (o caso f'(a) > O é análogo), conclua que 
o próximo polinômio escrito na lousa ou não tem raiz no intervalo 
|8, +20) ou tem uma raiz em (8,+00). Se a = 8, de sorte que 
f(X) = (X — a), mostre que f + f’ se enquadra no primeiro caso. 


Se b; = —a; para 1 < i < n, mostre que a condição f(x) > 1 equivale 
a ae. < 0, onde q(X) = [| ,(X — b;) e 


n 


po) = [[(X -b)+5> |a [X -o»;) 


i=1 i=1 ii 


Mostre que p tem uma raiz x, € (by, +oo); em seguida, use o teorema 
de Bolzano para mostrar que p também possui uma raiz x; em cada 
um dos intervalos (b;,b;-1), para 2 < i < n. Analisando separada- 
mente os casos n par e n ímpar, mostre que a soma dos comprimentos 
; = ; ~ p(z) f n l n l 
dos intervalos-solução da inequação + < O é |> ii Ti Di 


Por fim, use as relações de Girard para mostrar que 3.4 £i = 0. 


Seção 5.3 


1. Se f denota o polinômio do enunciado e g(X) = (X — 1)f (X), então 


g(X) = X"+! — 2X” + 1. Conclua, a partir da regra de Descartes, 
que g tem no máximo duas raízes reais positivas e, daí, que f tem 
uma única raiz positiva, a qual deve ser a, (alternativamente, apele 
para o exemplo 5.17). Para concluir, é suficiente, pelo teorema de 
Bolzano, mostrar que f (2 — a) ef (2 — >) têm sinais contrários. 
Por fim, use o fato de que 1 < 2 — si <2— > para mostrar que é 
suficiente provar que g (2 — zer) eg (2 — =) têm sinais contrários. 


. Se f(X) = aX? +bX? +cX +d, queremos calcular o número de raízes 


reais de g = 2f f” — (f')?. Suponha, sem perda de generalidade, que 
a = 1; ademais, sea < B < ~y são as raízes de f, mostre que, 
trocando g(X) por h(X) = g(X + 8), podemos supor, sem perda 
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de generalidade, que 8 = 0 e, daí, que c < 0 e d = 0. Sob tais 
E um cálculo imediato fornece g(X) = 3X4 + 4bX3 + 

6cX? — cê. Basta, agora, usar a regra de Descartes para concluir que 
g tem exatamente uma raiz positiva e exatamente uma raiz negativa. 


Seção 6.1 


1. Para o item (i), use o fato de que Of; = j para concluir que a, = 
bn; em seguida, argumente por indução. Para (ii), tome n = ðf e 
argumente por indução sobre n; para o passo de indução, comece 
escolhendo an igual ao coeficiente líder de f. 


2. Para k = 0 e k = 1, o resultado é trivial. Para k > 2, mostre que 
(3) (£) = 0 se0<z<k-l, ($) (2) = (}) se x >'k e (5) (x) = 
(IPS, sex <o. 


3. Aplique o teorema de interpolação de Lagrange. 
4. Aplique o teorema de interpolação de Lagrange. 


6. Adapte, ao presente caso, a demonstração da proposição 6.6. 


2n. k 


T. Faça w = cis &: em seguida, para 1 < k < n—1 substitua x = wº nas 
funções aol nonii correspondentes a p e aos p;'s e use o resultado 


da proposição 6.6. 


8. Para cada um dos primos p do conjunto A = {3, 5,7,11, 13,17}, seja 
Op O valor suo das somas ak + Gk+p+Gk-+2p +: + quando k varia de 
l a p, e€ Wp = cis ĉZ. Se f(X) = asoX® +... + a2X? +aX, aplique 
a versão geral da ana de multiseção (dada pelo problema 5) para 
r=0,1,...,p— 1, a fim de obter um sistema linear de equações do 
tipo (6.2) nas p incógnitas Flt), O <j <p-—1. Conclua, com o 
auxílio da proposição 6.6, que a solução de tal sistema é f(1) = pap 
e flwp == = f(wW87}) = 0, obtendo, assim, p — 1 raízes distintas e 
não nulas para f. Por fim, notando que D a(p— 1) = 50 e que O 
também é raiz de f, conclua que f = 0. 
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Seção 6.2 


1. Façamos indução sobre k > 1, sendo o caso k = 1 imediato. Suponha, 
por hipótese de indução, que a fórmula valha para um certo k € N. 
Para k + 1, temos: 


Ha + (k +1)h) = f(z + kh) + (Apa + kh) 


f(z + kh) DY Ni (AFI (ALE) 
o $ (ai no) + 3 (O) (strip) 


k 
=» G) (An (a) + (ARPE) 


Agora, executando uma troca de índices na última soma acima e 
utilizando a relação de Stifel, obtemos f(x + (k+1)h) sucessivamente 


igual a 


k 


S (E) (ati na) + (att ni no(s Jape) 


j=0 


= (Ag (a) + (Ab fa) 
OROMCI 
+ (E cap (o) 


2. Adapte, ao presente caso, as soluções dos exemplos 6.15 e 6.15. 


3. Como Of = n, a proposição 6.14 garante que Art f = 0, onde 
escrevemos A* para denotar Af. Portanto, segue do item (e) da 


Soluções e Sugestões 


proposição 6.13 que 


n+1 


0 = (A f)(0) = 5 (- D(t) a+) 
j=0 


E- ; ni 1 
= nà j ) er t+ 


de maneira que 


n+1 
f(n+1) end 1 0, sen = 1 (mod 2) 
1, se n = 0 (mod 2) 


. Use o item (e) da proposição 6.13 para obter a igualdade 
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O = (AP (092) = 5 tn (°) pass — 5) 


j=0 


Em seguida, utilize o lema 2.12 de [13], juntamente com o resultado 
do problema 18 da seção 6.2 de [10]. 


. As condições do enunciado garantem que (AR f)(0) > O para 0 < k < 


3 e (Aff)(n) > 0 para todo n € N. Mostre agora que, para todo 
m E N, temos 


n—l 


(AT Dm) = > (ATAC) + (AP! A(O) 


k=0 


e, por fim, use a fórmula acima para mostrar sucessivamente que 


(AÏ f)(n) > 0, (Atf)(n) > 0, (Arf)(n) > 0 e f(n) = (A9 f)(n) > 0 


para todo n €E N. 
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Seção 7.1 


. Inicialmente, mostre que př .. p?" divide ambos f e g em Q|X]. Para 


o que falta, comece os ando E se h € Qix | é mônico e tal que 


h | f em Q[X], então h = p” . pg. E | com 0 < ĝi < aj, para 


Re E a 


. Argumente por contraposição. 


`. Comece utilizando o corolário 3.25, juntamente com o problema 2, 


página 74, nos moldes do item (b) do exemplo 7.7. 


. Para o item (a), faça indução sobre k, utilizando o corolário 7.4 para 


mostrar que existem fi, fr € K[X] tais que % f = = adm + dt , com 
1 k—1 


fi = 0 ou fi < Alg... 9, 7) € fk = 0 ou df < O(g;*). Para 
o item (b), comece dividindo f por g*, obtendo f = g*q +r, com 
r=00u0< Or < Og"); em seguida, divida r por g*-1 e proceda 
indutivamente. 


Seção 7.2 


2. Como f é redutível sobre Q, existem g1,h1 € Q|X] mônicos, não 


constantes e tais que f = gihy. Tome a,b,c,d E Z \ {0} tais que 
mdc (a,b) = mde(c,d) = 1 e gı = $9, hı = 49, com 9,h € Z/X] 
mônicos e não constantes. Como bdf(X) = acg(X)h(X), tome con- 
teúdos e use o lema de Gauss para concluir que bd = ac. 


Seção 7.3 


2. Note primeiro que 


f(a) = 0 > f(a) =0= fa) = 0. 


A segunda afirmação é imediata. 
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5. Se a € Q for uma possível raiz racional de f, o critério de pesquisa de 
raízes racionais garante que a € Z e a | 84, mas ainda fornece muitas 
possibilidades para a; a fim de eliminar várias delas, projete f em 
Z3|X| e em Zs|X| para concluir, com o auxílio do problema 2, que 
a = 0 (mod 3) e a = 4(mod5), de sorte que a = —6, —21 ou 84. 


6. Faça indução sobre ðf; no passo de indução você terá de usar que 
p| È), para 1<k<p-1. 


T. Suponha que fg não é primitivo e fixe um primo p que divide todos 
os seus coeficientes. A partir da igualdade fg = fg = 0 em lpi X], 
conclua que f = 0 ou g = D. 


8. Use o resultado da proposição 7.19, juntamente com as relações de 
Girard. 


9. Mostre que, módulo 17, temos 
X’ -3X +1 = (X -7 (X -5)(X +8). 


Em seguida, ponha sy = af +b + cf, tp = 48 + 5E + (—6)* e conclua 
(com o auxílio dos métodos da seção 4.2) que 


Sk+3 — 3Sk+2 + Sk =Q E tk+3 — 3tk+2 + tk = 0 
S1 = 3, S2 = 0, s3 = —1 ti=3,to=0,tg=—l 


A partir daí, mostre que Sn € Z, para todo n € N, e sn = tn (mod 17). 


Seção 7.4 


1. Inicialmente, use o critério de pesquisa de raízes racionais para mos- 
trar que o polinômio dado não tem raízes inteiras. Em seguida, analise 
a possibilidade Xt - X24+1=(Xº+aX+b(Xº24cX + d), com 
a,b,c,d E Z. 
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2. Pelo lema de Gauss, basta mostrarmos que f não pode ser escrito 


como o produto de dois polinômios não constantes de coeficientes in- 
teiros. Para tanto, observe inicialmente que, pelo critério de pesquisa 
de raízes racionais, f não possui raízes racionais; portanto, se f pu- 
desse ser escrito como o produto de dois polinômios não constantes 
de coeficientes inteiros, deveríamos ter 


F(X) = (X? +aX +b)(X? + cXº +dX +e), 


para certos a,b,c,d,e € Z. Desenvolvendo o produto do segundo 
membro acima e comparando coeficientes de mesmo grau, concluí- 
mos que deveria ser be = 2, de forma que (b,e) = (1,2), (—1, —2), 
(2,1) ou (—2,—1). Mas, verifica-se facilmente que nenhuma dessas 
possibilidades é compatível com as demais equações obtidas da com- 
paração dos coeficientes. 


. Escreva f(X”) = g(X)h(X), com g,h € R[X] \ R como prescrito 


pelo enunciado e n > 1 (o caso n = 1 é trivial). Se g(X) = br X* + 
bk1 Xft! +... e h(X) = aX! + cei X! t! +., com bka £ 0, 
então, trocando g e h respectivamente por g(X) = bk + bp X +++: 
e h(X) = a Xft! + q1 XH+ +... , podemos supor que g(0) # 0. 
Sejam, pois, g(X) = bo + bı X +- e h(X) = aX! +e Xt, 
com bo, c £ O. Use o fato de que f(X”) = g(X)h(X) para mostrar 
que n |l. Em seguida, cancele os termos de grau mínimo em ambos os 
membros da igualdade f(X”) = g(X)h(X) e argumente por indução 
sobre Of para mostrar que g(X) = g(X”") e h(X) = m(X”), para 
certos g1, hı € R[X] \ R como prescrito pelo enunciado. 


. Pelo lema de Gauss, é suficiente examinar quando f = gh, com ge h 


polinômios mônicos, não constantes e de coeficientes inteiros. Adap- 
tando a ideia da prova do exemplo 7.32, temos 1 = f (0) = g(0)h(0), 
de sorte que g(0) = h(0) = +1; portanto, a1, a», ..., Qn São raí- 
zes duas a duas distintas do polinômio g — h. Seg — h £ 0, então, 
O(g— h) < max{ðg, ðh} < Of = n, de sorte que g — h teria menos de 
n raízes distintas. Logo, g — h = 0 e, daí, f = 9º ou, ainda, 


(XxX) —1= (X — a)... (X — an). 
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9. 


Soluções e Sugestões 


Em particular, devemos ter n = 2k, para algum k E N. Suponha, 
sem perda de generalidade, que 


g(X)—1 = (X—a) as (X-—ap) e 9(X)+1 = (X—ak4ı) Dan (X—azk), 
com ay < a2 < +t < ak € ak+1 <ar,o<: <a Então, 
2 = (X — ak4)... (X — azk) — (X — a1)... (X — ag) 


e, avaliando a igualdade acima respectivamente em a1, a2, ..., ap, 
obtemos 


(a; = ak+1) es (a; == azk) = 2 


para 1 <i < k. A partir daí, conclua que, se k > 3, então ao menos 
dois dos números ak+1, Qk+2, -.-, Q@2ķ Seriam iguais, o que não é o 
caso. Por fim, analise separadamente os casos k = 1 e k = 2 para 


obter os polinômios do enunciado. 


- Use o critério de Eisenstein, em conjunção com o resultado do item 


(a) do problema 8, página 178. 


- Use o teorema 7.27, em conjunção com o critério de pesquisa de raízes 


racionais (proposição 3.16). 


HX)h(X) em Zp X]. 


. Suponha f = gh, com g,h € Z|X]\ Z, e examine a igualdade HX) = 


- Pelo lema de Gauss, basta mostrar que f é irredutível em Z[X]. Por 


contradição, suponha que fosse f = gh, com g e h não constantes 
e de coeficientes inteiros e (sem perda de generalidade, uma vez que 
f(0) = p) g(0) = +1. Use as relações de Girard para concluir que g, 
e então f, tem uma raiz complexa z de módulo menor ou igual a 1. 
Por fim, substitua a expressão de f na igualdade f(z) = 0 e use as 
hipóteses sobre os coeficientes de f para chegar a uma contradição. 


Sejam 21,...,2n as raízes complexas de f. Se |2;| < 1, para algum 


10. 


11. 
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1 < j < n, então 


jao| = |mz; + +- + anz} | 
< |jarillzz| +--+- + lanlz;| 
< lai] +--+ lanl, 


o que é um absurdo. Logo, |z;| > 1, para 1 < j < n. Suponha, agora, 
que f = gh, com g,h € Z|X]Z, digamos g(X) = bo+b1X +- - -+b X" 
e h(X) = co+ciX+::-:-+csXº. Reenumerando os z;'s, se necessário, 
podemos supor que as raízes de g são 21,...,2r. Então, segue das 
relações de Girard que 


bol = |brllzal... |r| > |brl e Icol = lcsllzr+al...|2n] > les]. 
Portanto, |bol > |br| + 1 e |co| < |cs| + 1, de sorte que 


ao] = lbollcol > (]br| + 1)(Jcs| + 1) 
= |brllcs| + |br| + |cs| + 1 
> |br|lcs| + 2y/|br|lcs| + 1 
= (y |br|les| + 1)? 
= (Van| + 1)2. 


Assim, 1/Jao| > /|an| + 1, o que é um absurdo. 


Para cada 1 < à < k, escolha a; E€ Ai; em seguida, escolha um 
primo p tal que p > q1,...,ak. Se A = (pg; q E N e p {q}, mostre 
que existe 1 < j < k tal que ANA, é infinito. Por fim, aplique o 
critério de Eisenstein para mostrar que todo polinômio f de grau m, 
com coeficiente líder a; e demais coeficientes em AN A; satisfaz a 
condição (c). 


Para o item (a), use um argumento àquele da prova do lema 5.1. 
Para o item (b), suponha que f = gh, com g,h € Z|X| \ Z. Então, 
segue de (a) que todos os coeficientes de gi(X) = g(X +m- 5) 
têm um mesmo sinal. Portanto, g9(X) := g(—X) tem coeficientes 
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12. 


1. 


Soluções e Sugestões 


não nulos e de sinais alternados, de sorte que |g>(x)| < |g1(x)| para 
todo x > O e, daí, g(-z+m — 5) < g(z+m-— 5), para todo x > 
0; em particular, |g(m — 1)| < |g(m)|. Conclua que |g(m)| > 2 e, 
analogamente, |h(m)| > 2. Por fim, use o fato de que f(m) é primo 
para chegar a uma contradição. 


Combine o teorema de Pólya-Szegô, dado pelo problema anterior, com 
o resultado do problema Y, página 75. 


Seção 8.1 


Se f(X) = an X” +- --+a1X +ag E€ Q|X] \Q tem a por raiz, examine 
o polinômio o 


a ps a 
(O) = ZX" + AT + + TX + a E QUI Q 


. Pela primeira fórmula de de Moivre, temos (cos 2n + isen 2)” = 1. 


n 
Em seguida, desenvolva o binômio e utilize a relação fundamental 
da trigonometria para obter um polinômio não nulo, de coeficientes 


racionais e tendo cos 2x por raiz. 


Use o critério de Eisenstein 7.28. 


Use primeiro o teorema de Gauss 7.15 para mostrar que existe g € 
Z|X]| \ Z, irredutível sobre Z e tal que g(a) = 0. Conclua, com o 
auxílio do lema de Gauss 7.14 que g também é irredutível sobre Q e, 
daí, que g = Pa. 


. Para o item (i), aplique duas vezes a observação 8.10, juntamente com 


o fato de que p z(X) = X — va ou Xº — a, conforme ya € N ou 
va É N (e analogamente para pẹ e pz). Para o item (ii), use (i) e 
o critério de pesquisa de raízes racionais. 
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6. Pelo problema 2, página 185, f é irredutível sobre Q. Suponha, agora, 


que existam a e b inteiros primos entre si e n > 1 natural tais que 


f(a) = 0, onde a = gl. Seja 
g(X) =bX" -a=bWX-o(X — aw)... (X — au", 


onde w = cis Ag Pelo corolário 8.4, temos que f = Pa; portanto, o 
item (b) da proposição 8.3 garante que f divide g em Q|X] e, daí, 
em Z[X] (uma vez que f € Z|X] e f é mônico). Portanto, segue do 
problema 2, página 74, que existem 1 < k < l < n — 1 tais que 


F(X) = (X —a)(X — awf) (X — a" )(X — aw) (X — am). 


Examinando o termo independente de f, segue que -o”º = 2 e, daí, 
œ = — 4/2. Mas, como h(X) = Xº + 2 é irredutível (pelo critério de 
Eisenstein) e h(a) = 0, deveríamos ter f = h, o que é um absurdo. 


| Se a = a, ..., Qm São as raízes de pa e 8 = B1,..., Bn são as raízes 


de pg, o candidato natural a analisar é 


Agora, observe que a1... am = +pa(0) E€ Q. 


Seção 8.2 

. Use o item (a) da proposição 8.14 para n = pët e n = p". 

. Uma raiz típica de da é w = cis Es tal que 1 < k < 2n e 
mdc (k,2n) = 1. Use, agora, o fato de que —w também é dessa 


forma para concluir que —w também é raiz de ®ən. Conclua, pois, 
que don(X) é o produto de fatores do tipo (X — w)(X + w). 


272 


Soluções e Sugestões 


3. Se Bm e Dr tivessem um fator não constante comum em C[X], então 


eles seriam idênticos, como polinômios minimais de uma qualquer de 
suas raízes comuns. Sendo bm = 8, = f, seguiria do item (a) da 
proposição 8.14 que f° dividiria X™” — 1, o que é um absurdo. 


Primeiramente, veja que, com n e d como no enunciado, temos oln) = 
p(d) - 5, de forma que 0d, = Of, onde f(X) = 6y(X"/2). Agora, 
se w = cis #7, com 1 < k < d e mdc (k,d) = 1, e n € C é uma 
raiz q—ésima de w, mostre que ņ é uma raiz primitiva n—ésima da 
unidade. Conclua, por fim, que d, e f têm as mesmas raízes. 


. Pelo teorema de Dirichlet, escolha d € N tal que 1 + kd = p, um nú- 


1 ltd 1+(k—1)d 
(o DD (o) >? (p—1) ` 
A versão geral do teorema de Dirichlet garante que a PA (n +2, 2n + 
2,3n + 2,...) contém infinitos primos. Sendo p = kn + 2 > à um 
qualquer deles e g uma raiz primitiva módulo p, segue do fato de 
{g,g9?,...,g9P71} ser um SCR módulo p a existência de um inteiro 
1 < t < p-— 1 tal que gt = a (mod p). Agora, aplique o teorema de 
Bézout para garantir a existência de naturais u e v tais que nu = 
t + (p — 1)v, de sorte que (g*)” = a (mod p). 


mero primo. Em seguida, considere a PA 


Considere, inicialmente, o caso em que a é ímpar. A condição do enun- 
ciado garante a existência de naturais b e t e primos ímpares distintos 


qi, --., G para os quais a = b2g «.. Qt; portanto, pela proposição 7 23 


de [14], basta garantirmos a existência de infinitos primos p para os 
quais (2) siy (2) = —1. Pela lei da reciprocidade quadrática, tal 
relação equivale a 


t 
TI (2) = (HE), 
onde s = És qj. Aplique, agora, o teorema dos primos de Dirichlet, 


escolhendo p = 4kqı ...g + 1. 


Faça A = a? — 4b. Multiplicando ambos os membros da equação 
dada por 4 e completando quadrados, mostre que as hipóteses do 
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problema garantem que a congruência xz? = A (modn) tem solução, 
para todo n € N. Se A não for quadrado perfeito, escreva A = af2, 
com «,8 € Ze |a| > 1. Use, então, o resultado do problema anterior 
para chegar a uma contradição. 


Seção 8.3 


1. Prove que a expansão decimal de a não é periódica. 


2. Supondo que tais números fossem racionais, deduza que 7 e e seriam 


algébricos, exibindo polinômios com coeficientes racionais que teriam 
tais números como raízes. 


. Se 4/a fosse algébrico, então várias aplicações do teorema 8.12 garan- 


tiriam que o mesmo sucederia com (Va) = q. Se q” fosse algébrico, 
e f € Q|X] \ {0} fosse tal que f(a) = 0, construa g € Q[X] \ {0} tal 
que g(a) = 0. 


Seção 9.1 


1. Use a relação (6.3) de [11] para estabelecer a recorrência satisfeita 


pelas sequências (Zn )n>1 € (Yn)n>1- Em seguida, adapte a solução do 
exemplo 9.4 a esse caso. 


. Se f(X) = X? — 3X? + 1, comece mostrando que f tem raízes reais 


a >b >c, tais que -$ < c < -ġ, $ <b< fe0<b+e<], 
para todo inteiro n > 2. Se an = a” + b” + cœ para n > 1, mostre 
que a1,a2,43 E Z e ak+4}3 = 3đak+42 — ax, para k > 1; em seguida 
conclua, a partir do que fizemos acima, que |a”| = an — 1. Por fim, 
use a recorrência linear satisfeita pela sequência (an)n>ı para mostrar 
que ak+17 = ak (mod 17); alternativamente, apele para o problema 9, 
página 178. 


Soluções e Sugestões 


Seção 9.2 


Para a segunda parte, suponha que |z| > Re faça e = |z| — R. Use a 
condição de convergência para garantir a existência de n € N tal que 
|2n — z| < € e deduza, daí, que |2n| > R, o que é uma contradição. 


Use o resultado do problema anterior. 
Adapte os argumentos delineados na prova da proposição 9.15. 


Aplique o resultado dos itens (a) e (b) do problema anterior à sequên- 
cia das somas parciais de > > (42k + bwg). 


Comece observando que, se (2n)n>1 é uma sequência em X tal que 
Zn — 2, com z € X, então, pela desigualdade triangular, 


(el = If) <f(2m) — F(2). 


. Veja inicialmente que, se (Zn )n>1 é uma sequência em X, tal que zn — 
z, então |2n — z| < B para todo índice n suficientemente grande; daí, 
|F(2n)— f(2)| < A|zn— z|, também para todo índice n suficientemente 
grande. Agora, mostre que a convergência de (znaci para z acarreta 
a convergência de (f(2n))n>1 para f(z). 


L 


. O caso m = 1 é o conteúdo do exemplo 9.12. Para m = 2 e |z| < ja] 


segue, daí, que 


RR j Dar » ar = 5 at HR 


k>0 1>0 k,1>0 


= X (n + 1)a”z”. 


n>0 


Por indução, se 


Referências č o =ŻãŽ o> oS y y 20 


então 
1 Lo 1 
(1—az)® 1I-az (1-azgm 


Det (Dada 


onde utilizamos o teorema das colunas do triângulo de Pascal na 
última igualdade acima. 


Seção 9.3 


2: 


Nas notações do enunciado da proposição 4.17, ponha f(X) = Li- (1+ 
21X) = »j-o s;X1; em seguida, calcule f’ de duas maneiras distin- 
tas, e.g., diretamente e com o auxílio da fórmula para e, dada no 
problema 3, página 83. Por fim, compare, nos casos k < nek > n,o 
coeficiente de X*-! em ambas as expressões para f'. Você precisará 
utilizar o resultado do exemplo 9.12. 
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“CAPÍTULO A 


Glossário 


AIME: American Invitational Mathematics Examination. 
APMO: Asian-Pacific Mathematical Olympiad. 
Áustria-Polônia: Olimpíada de Matemática Austro-Polonesa. 
BMO: Balkan Mathematical Olympiad. 

Baltic Way: Baltic Way Mathematical Contest. 


Crux: Crux Mathematicorum, periódico de problemas da Sociedade 
Canadense de Matemática. 


IMO: International Mathematical Olympiad. 
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Israel-Hungria: Competição Binacional Israel-Hungria. 


Miklós-Schweitzer: The Miklós-Schweitzer Mathematics Competi- 
tion (Hungria). 


NMC: Nordic Mathematical Contest. 

OBM: Olimpíada Brasileira de Matemática. 

OCM: Olimpíada Cearense de Matemática. 

OBMU: Olimpíada Brasileira de Matemática para Universitários. 
OCS: Olimpíada de Matemática do Cone Sul. 

OIM: Olimpíada Ibero-americana de Matemática. 

OIMU: Olimpíada Tbero-americana de Matemática Universitária. 
ORM: Olimpíada Rioplatense de Matemática. 


Putnam: The William Lowell Mathematics Competition (Estados 
Unidos). 


Torneio das Cidades: The Tournament of the Towns, olimpíada 
intermunicipal mundial de Matemática. 
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